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DUAL HiPERSIMPLEKSLERIN TORIK H-SAYILARI VE CHOW-BETTI
SAYILARI iLE DOGRU PARCALARIYLA MiNKOWSKIi

TOPLAMLARININ EHRHART POLINOMLARI

OZET

Bu tezde, ilk olarak torik varyeteleri ele aldik. Torik varyetelerin kombinatorik
yapilari sayesinde, dual hipersimpleksin torik h-sayilarinin ve Chow-Betti sayilarinin
kombinatorik araglarla nasil hesaplandigini inceledik. Bu sayilar i¢in kolay
hesaplama yontemleri verdik. Dual hipersimpleksin torik h-sayilarin1 hesaplamak
icin Polymake kullandik. Daha sonra, herhangi bir latis politop ve bir latis dogru
parcasinin Minkowski toplaminin Ehrhart polinomu ile bu latis politopun ve latis
dogru parcasinin Ehrhart polinomlar1 arasindaki iliskiyi inceledik. Bu iliski igin,
ortogonal uzaylardaki politoplar ve deliksiz ikililer durumlarini ele aldik. Bu iki
farkli durum igin, iki sonug elde ettik. Minkowski toplaminin ve politoplarin Ehrhart
polinomlarint hesaplarken SageMath kullandik. Bu sayilar1 ve polinomlari
hesaplamak i¢in kullandigimiz kodlar1 belirttik.

Anahtar Kkelimeler: Torik varyeteler, Torik h-vektorii(sayilar1), Chow-Betti Sayilari,
Ehrhart Polinomlar1, Minkowski Toplamlari



CHOW-BETTIi NUMBERS AND TORIC H-NUMBERS OF DUAL
HYPERSIMPLICES AND EHRHART POLYNOMIALS OF MiNKOWSKIi
SUMS WITH SEGMENTS

ABSTRACT

In this thesis, we first studied toric varieties. Thanks to the combinatorial structure of
the toric varieties, we examined how the toric h-numbers of dual hypersimplices and
Chow-Betti numbers are calculated by combinatoric tools. We gave calculation
methods for these numbers. We used Polymake to calculate the toric h-numbers of
dual hypersimplices. Then, we also studied the relation between the Ehrhart
polynomials of a lattice polytope and a lattice line segmented their Minkowski sum.
For this relation, we examined the cases of polytopes in orthogonal spaces and pairs
without holes. For these two cases, we obtained two different formulas. We used
SageMath to calculate the Ehrhart polynomials of the Minkowski sum and the lattice
polytopes. We provide the code we used to calculate these numbers and polynomials.

Keywords: Toric Varieties, Toric h-numbers, Chow-Betti Numbers, Ehrhart
Polynomial, Minkowski Sum
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1. GIRIS

Bu tezde ilk amacimiz dual hipersimpleksin torik h-sayilari ve hipersimpleksin
normal faninin Chow Betti sayilarini inceleyerek aralarindaki benzerligi anlaya-
bilmektir. Bu benzerlikten [2|’de bahsedilmistir.

Bu tezin ikinci boliimiinde, torik varyeteleri ele alacagiz. Torik varyete, bir
yogun agik kiime olarak cebirsel torus T = (C*)™’yi igeren ve iizerinde yogun
torus etkisi olan bir cebirsel varyetedir. Kombinatorik bir nesne olan bir fana
karsilik gelen torik varyete, torus etkisinin fani olugturan konilerin yoriingelerinin
kapaniglarinin kesigim iligkisi incelendiginde kombinatorik olarak da tanimlana-
bilmektedir. Bu kombinatorik yap1 sayesinde torik varyetelerin pek cok ozelligi
kombinatorik yontemlerle anlagilabilmigtir. Bu tezde de kombinatorik araclarla
torik h-vektorlerinin ve Chow-Betti sayilarinin nasil hesaplandigini inceliyoruz.

Burada bahsettigimiz koni, R™’deki sonlu sayida vy, ..., v, vektorlerinin {iret-
tigi,
{)\1U1+...+)\T’UT | )\1,)\2,...,)\r GRZO}

kiimesidir. Bir fan ise agagidaki ozellikleri saglayan orijinden gegen herhangi bir
dogruyu icermeyen, ¢okytizlii, konveks, latis konilerin sonlu bir birlegsimidir:

e Fanin bir konisinin her yiizii, fanin da bir konisidir,

e o ve o', fanin konileri ise 0 N o', o ve ¢”'1n ortak yiiziidiir.

Fan yapisi ile fan1 olusturan konilerin afin torik varyeteleri arasinda, konilerin
kesigen yiizleri boyunca yapisma doniistimleri elde ederiz. Torik varyeteler, afin
torik varyetelerin bu yapigtirmalar ile birlegimidir.

Bu boliimde, bir koniden baglayarak bu koniye karsilik gelen afin torik varye-
teyi ingsa etmek i¢in, agagidaki siralamay1 izleyecegiz:

c — ¢ — S — R, — X,

Burada o, R™deki sonlu sayida vq, ..., v,’den olugsan bir S kiimesi i¢in, S’nin
iirettigi koni olan

g = kOHl(S) = {)\1’(}1 + ..+ )\7-1}7« ‘ )\1, )\27 Cey )\r < Rzo}

kiimesidir.

& konisi ise (R")* uzay1 R"'nin dual uzay1 olmak {izere, c’'nin duali olan
d=A{ue (R")" :(v,u) >0 her v e S}

kiimesidir.



M dual latis olmak tizere,
Sy:=nNM

bir monoiddir.

Sonlu iiretecli bir monomial C-cebir olan R, halkasi, S, monoidinin iiretecleri
arasindaki iligkilerden yola ¢ikarak

{f €Clz,z7 "] supp(f) ceNM}

olarak tanimlanir [3].

S, monoidinin tlretecleri arasindaki iligki bir binomial iligkiye karsilik gelir.
Ve bu iligki I, idealini tiretir. Degismeli sonlu iiretegli C-cebir R igin, Spec(R),
Ckdeki V (I) altvaryetesi ile tamimlanabildiginden, o konisine karsilik gelen afin
torik varyete

X, = Spec(R,) =V (1,) dur.

Torik varyetelere 6rnek olarak kompleks projektif diizlemin torik varyete ya-
pisini ayrintili bicimde ele alacagiz.

Bu boliimde, son olarak bir fanin kombinatorik yapisiyla torusun varyete iize-
rindeki etkisini kargilagtirarak grup etkisinin yoriingelerle iligkisini agiklayacagiz.
Ve yine 6nek olarak kompleks projektif diizlemi inceleyecegiz.

Uciincii boliimde, dual hipersimplekslerin torik h-sayilarini ele alacagiz. Bir
hipersimpleks, R™"’de k tane koordinati 1, diger (n-k)-tane koordinat1 0 olan vek-
torlerin konveks zarfidir!.

Hipersimpleksin h-sayilari, hipersimpleksin yiiz sayilarina bagh oldugundan
yiiz sayilarimin hesaplanmasina da yer verecegiz. I, J C [n] := {1,2,...,n} olsun.
INJ=0,|I| <kvel|J| <n—k olmak iizere, A(k,n) nin pozitif boyutlu ytizleri
(1,J) eslesmeleri ile isimlendirilir. 1 < 7 < n olmak tizere, p;.koordinat1 1 diger

koordinatlar1 0 olan k — [I] tane e, , €y, - - -, €4, vektorii icin, A(k, n)nin (1, J)

adli ytizi

F1.5 = konv { (ZI ei) e oA ey e e} € ({1’2"');Ti]iﬂ(IUJ))}
1€

olarak tanmimlanir [6]. Bu tanumla A(2,4)’tin ve A(2,5)’in yiizlerinin sayilarimi he-
saplayacagiz. Hipersimplekslerin yiizlerinin sayilarini, verecegimiz kodlarla, Sage
Math [10] ve Polymake [8] ile nasil hesaplanacagini gosterecegiz.

Bir hipersimpleksin torik h-vektorii; torik h-polinomu ve torik g-polinomlarinin
katsayilar ile ilgilidir. Bu polinomlar, bir Eulerian posetin torik h-polinomu ve
torik g-polinomu olarak tanimlanacagi i¢in, 6ncelikle Fulerian posetlerden bahse-
decegiz. Sonlu bir derecelendirilmis posetin her agikar olmayan aralhigi tek ve ¢ift
rankli ayn1 sayida elemana sahipse bu posete Eulerian poset denir [16]. Eulerian
poset L ile gosterilir.

Lconvex hull



h(L,x) ve g(L,z) polinomlar1 L {izerinde tiimevarimsal olarak;

L h(,2) = g(0,2) = 1
2. rank(L) > 0 igin,

h(L,l’) = Z 9([0710],1‘)(;5 — 1)7"anki—mnk(p)_1

peL—{1}

3. rank(L) > 0 i¢in, d = rank(L) — 1 ve m = |d/2| olmak iizere, h(L,x) =
ho + hiz' + ... + hgz polinomun katsayilari ile elde edilen

g(L,.ﬁE) = ho -+ (hl — ho)l’ -+ (hg — h1)$2 + ...+ (hm — hm,1>l'm

seklinde tanimlanir.

r

h(L, I’) = Z g([(),p]’ l‘)(ZL' 4 1)7"anki—rank(p)_1

peL—{i}

polinomu, L'nin torik h-polinomudur [5]. rank(L) > 0 i¢in, d = rank(L) — 1 ve
m = |d/2] olmak iizere,

h(L,z) = ho + hiz' + ...+ hgz?
polinomun katsayilar: ile elde edilen
g(L,ZL‘) = ho + (hl — ho)l’ + (hg — hl)ZL‘Q + ...+ (hm — hm_l)l'm

polinomu ise L'nin torik g-polinomudur [5].

Dual hipersimpleksin torik h-sayilarii hesaplamadan 6nce, |2]’den farkli ola-
rak, sirasiyla bir Eulerian posetin torik h-vektoriinii ve bir politopun torik h-
vektoriinii de inceleyerek 6rnekler verecegiz.

Bir politopun torik h-vektorii, bu politopun yiiz latisinin torik h-vektoriidiir.
Bu yiiz latisi bir Eulerian posettir. A(k,n) hipersimplekslerinin torik h-vektoriini
hesaplarken, h(L, x) ve g(L, x) polinomlarindaki L Eulerian poseti; A(k, n) hiper-
simplekslerinin yiiz latisi olur. Hipersimplekslerin torik h-vektorlerini, verecegimiz
kodlarla, Polymake [8]’de nasil hesaplanacagini gosterecegiz. Buradaki amacimiz,
hipersimplekslerin torik h-vektorleri yardimi ile dual hipersimplekslerin torik h-
vektorlerini bulmaktir.

Bir dual hipersimpleks, hipersimpleksin herhangi bir r-yiiziiniin sayis1 kadar
(n-r-2)-yiizden olugan bir politoptur. Bu nedenle, bir A*(k,n) dual hipersimp-
leksinin yiiz sayilarmi, A(k,n) hipersimpleksinin yiiz sayilarindan kolayca elde
edebiliriz.



Bir dual hipersimpleksin torik h-vektorii, dual hipersimpleksin yiiz latisinin
torik h-vektoriidiir. Dual hipersimpleksin yiiz latisine L diyelim.

T

h(L,LL‘) = Z 9([0717],1;)(3; _ 1)mnk17mnk(p),1

peL—{1}

polinomu, L'nin torik h-polinomudur. rank(L) > 0 i¢in, d = rank(L) — 1 ve
m = |d/2] olmak {lizere,

h(L,z) = ho + hiz' + ...+ hgx?
polinomun katsayilari ile elde edilen
g(L,z) = ho + (hy — ho)x + (hg — h)2® + ... + (hy — hpp_1)z™

polinomu ise L’'nin torik g-polinomudur. Dual hipersimplekslerin torik h-sayilari,
bu polinomlar ile elde edecegimiz

h(L,z) = ho + hiz' + ...+ hgx®
torik h-polinomunun katsayilarinin dizisi olan
<h07 hl, ey hd)

vektortidiir. Bu boliimde dual hipersimplekslerin torik h-sayilarini Polymake (8]
kullanarak da hesaplayacagiz.

P d-boyutlu bir politop olsun. P'nin d — 2 ve d — 2’den kii¢iik boyutlu yiiz-
leri simpleks ise P ¢eyrek-simpleksel bir politoptur. 0 < &k < n igin, A*(k,n)
geyrek-simplekseldir. A*(k,n) ceyrek-simpleksel oldugundan, A*(k,n)nin torik
h-vektoriiniin ilk yarisi, A*(k,n)'nin h-vektoriintin ilk yarisina esittir [2]. Bu du-
rumda, A*(k,n)'nin torik h-vektorlerini, A*(k,n)nin h-vektorlerinden kolayca
elde edebiliriz.

Dual hipersimplekslerin torik h-sayilarin1 bulmak igin, ilk olarak [17|’de, daha
sonra [2]’de verilmis agagidaki kombinatorik hesaplama formiiliinii de kullanaca-
g17:

1 <k < |%] igin, A*(k,n)nin torik h-vektori,

he(Af,) =4 i)

olarak tamimlanir.

Bu béliimde dual hipersimplekslerin torik h-sayilarinm Polymake [8] kullanarak
da hesaplayacagiz.



Dordiincii boliimde, bir hipersimpleksin normal faninin Chow-Betti sayilarin-
dan bahsedecegiz. Ay, bir hipersimpleks olmak iizere, (n — 1)-boyutlu kompleks
projektif torik varyete Xj ,,, Ay, 'nin normal fanina karsilik gelen torik varyetedir.
Bir A fam igin, {0}"1 iceren ve yiizleri ile A’y1 iireten bir politop varsa bu fan
politopsal? fandir ([3], 21. sayfa). Bir fan politopsaldir ancak ve ancak bu fana
kargilik gelen torik varyete projektiftir ([3], 21. sayfa).

Chow-Betti sayilar1 kompleks projektif torik varyetenin Chow kohomoloji hal-
kasi ile ilgilidir. Bu bdéliimde, Chow kohomoloji halkasinin ilk olarak genel bir
tanimini, daha sonra [2]'deki bir hesaplamasini verecegiz.

Sonra bu sayilarin [2|’deki bir hesaplamasini verecegiz.

Besinci boliimde, onceki boliimlerde buldugumuz dual hipersimpleksin torik
h-vektorii ve Chow-Betti sayilarinin arasindaki benzerligi géstermek igin [2]'deki
gibi bir tablo verecegiz.

Bu tezin ikinci kismindaki amacimiz, herhangi bir latis politop ve bir latis
dogru parcasinin Minkowski toplaminin Ehrhart polinomu ile bu latis politopun
ve latis dogru parcasinin Ehrhart polinomlar: arasinda bir iligki bulmaktir. Bu
latis dogru parcasinin kogelerinden birinin orijin oldugunu varsayacagiz. Bir latis
politop P icin, P’nin Ehrhart polinomu, P politopunun t-genlesmesindeki latis
noktalarini sayan

Lp(t) = [tP N ZY

fonksiyonudur. Bu polinomlar1 hesaplamak i¢in, SageMath [10]'u kullanacagiz. P
latis politopu ve S latis dogru pargasinin Minkowski toplami,

P+S={p+s:pePseS}

"dir. P bir latis politop ise, Lp(t) nin derecesi d olan bir polinom oldugunu Ehrhart
ispatlamgtir. Lp(t), Lg(t) ve Ly(t) Ehrhart polinomlar arasindaki iligkiyi P ve
M’nin farkli durumlar: i¢in incelerken, S politopunu her zaman bir latis dogru
parcasi olarak alacagiz. Bu farkli durumlardan en basiti, ortogonal uzaylardaki
politoplar durumudur. Ortogonal uzaylardaki herhangi bir latis politop P ve bir
latis dogru parcast S igin,

Ly (t) = Lp (t) Ls (1)

formiiliinii olusturacagiz. Bu formiil, S’nin her noktasi i¢in, P’nin tekrarsiz ve
M’deki tiim latis noktalarini igererek bir kopyasini almak anlamina gelir. Sonra,
ortogonal olmayan uzaylardaki herhangi bir latis politop P ve bir latis dogru
parcast S i¢in, bu formiil gegerli olmadigindan, bir

d = dim(M) — dim(P)

sayisi ile bu formiilii gelistirecegiz. Buradaki amacimiz, ortogonal olmayan uzay-
lardaki politoplar i¢in meydana gelen formiildeki derece esitsizligini ortadan kal-
dirmaktir.

2polytopal



Inceleyecegimiz diger bir durum ise
H=(P+SH\P\P

olarak tanimladigimiz delik kavrami i¢in, Minkowski toplami olan (P, S) ikilisinin
deliksiz olmasi durumudur. Burada, S latis dogru parcasiin ilk latis noktasi kadar
otelenmis P politopuna 6telenmis P politopu diyecegiz. Bu kavram, Minkowski
toplamini P politopunu 6teleyerek elde etmeye ¢alisacagimiz i¢in 6nemli olacaktir.
P ve otelenmis P politopunun kesisimine I; diyecegiz. Bu kavramlar ile

Ly (t) = Lp(t) Ls (¢°)
formiiliinden yola cikarak,
L (t) = Lp (t) Ls (¢°) — (Ls (1) — 1)Ly, (¢)

formiiliinii elde edecegiz.
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2. TORIK VARYETELER

Bu boliimde bir fana karsilik gelen torik varyeteyi, fan ve koni yapilari sayesinde
kombinatorik olarak tanimlayacagiz. Oncelikle torik varyeteleri tanimlayabilmek
i¢in ihtiyacimiz olan koni, monoid ve afin torik varyetelerden bahsedecegiz.

Torik varyetelere 6rnek olarak kompleks projektif diizlemin torik varyete ya-
pisin1 ayrintili bigimde ele alacagiz.

Bu boliimde, son olarak bir fanin kombinatorik yapisiyla torusun varyete iize-
rindeki etkisini kargilagtirarak grup etkisinin yoriingelerle iligkisini aciklayacagiz.
Ve yine 6rnek olarak kompleks projektif diizlemi inceleyecegiz.

Bu béliimde, genellikle [3]'ii takip edecegimiz igin ispat1 verilmemis 6zellikle-

rin, 6nsavlarin, énermelerin, teoremlerin ve sonuglarm ispatlar [3|’te bulunmak-
tadir.

2.1. Koniler

Tamm 2.1 ([1], Tamim 1.2, Cokyiizlii Koni').
R™deki sonlu sayida vy, ..., v,’den olusan bir kiime olan S i¢in, S’nin {irettigi,

o= kODI(S) = {/\11]1 + ...+ Ao, | )\1, )\2, ceey A € Rzo}
kiimesine ¢cokytizli kont denir.

Tanim 2.2 (Latis Koni). NV = Z" C R" bir latis ve ¢ bir koni olmak {izere,
o’'nin tiim iiretecleri N'ye aitse o’ya latis koni yada rasyonel koni denir.

Tamim 2.3 (Giiglii Konveks Koni?). Konveks bir koni, orjinden gegen herhangi
bir dogruyu icermiyorsa bu koniye gticlii konveks koni denir.

Tanim 2.4 (Dual Koni). o ¢okyiizlii bir koni olsun. (R™)* uzayr R’ nin dual
uzayi ve ( , ) dual egleme olmak iizere, o’y1 iireten her v € R" vektorii igin bir
t
H, = {u € (R")*: (v,u) > 0} yarim uzay1 tanimlayalim. o 'nen duali, (| H,, =
i=1
{ue (R")*: (v,u) >0,...,(vi,u) >0,....(v,uy >0, Vv, €0, i =1,2...,t}

olarak tanimlanir. Ve & ile gosterilir.

Ling. polyhedral cone
2ing. strongly convex cone



Bir N = Z" latisinin duali (Z™)*’a izomorfik olan Homy(N;Z) dir. Dual latis
M ile gosterilir.
Ozellik 2.5.
i. o bir latis koni ise & de bir latis konidir.

ii. o cokyiizlii, konveks bir koni ise ¢ de ¢okytizlii, konveks bir konidir.

Ornek 2.6. o, Jekil 2.1’de gosterilen v; = ey ve vy = 2e; — ey vektorleri ile
uretilen bir koni olsun.

Sekil 2.1: koni(ey, 261 — €3)

Tanim 2.4’ten, o konisinin duali
6d=H, NH, ={ue (R")": (v,u) >0, (ve,u) >0}

olur. H,, ve H,, yarim uzaylarmi bulalim. (u,v;) > 0 kogulunu saglayan u’larin
olugturdugu kiime Sekil 2.2°deki H,, yarim uzayi olur.

Sekil 2.2: H,) yarim uzay1

{(u,v9) > 0 kogulunu saglayan w’larin olugturdugu kiime ise Sekil 2.3’teki H,,
yarim uzayi olur.



ekil 2.3: H 9, _e,) yarim uzayli
(2e1—e2)

H, N H,, kiimesi Sekil 2.4’teki e}, e] + €5 ve e] + 2e; vektorlerinin tirettigi
& olur. ¢ konisi sonlu sayida vektor tarafindan iiretildigi i¢in, Tanim 2.1’den, &
cokyiizlii bir koni olur. ¢’in tiretegleri olan e, e] + e5 ve e] + 2ej vektorleri, M
dual latisine ait oldugundan, Tanim 2.2’den, & latis koni olur.

Sekil 2.4: koni(ey, 2¢; — e3)’nin duali

Tanmim 2.7 (Koninin Yiizii). o bir koni ve A € 6 N M olsun. o 'men bir yiizi
ocNXt={veao:()\v)>0}
olarak tamimlanir. Ve 7 ile gosterilir.

Ornek 2.8. o, Sekil 2.5’te gosterilen ey ve e; 4+ ey vektorleri ile {iretilen bir koni
olsun.

duali

Sekil 2.5: koni(eq, e + €3) Sekil 2.6: koni(eq, e14e3) nin duali
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X € 6N M olsun. Tanim 2.7’den 7 = ¢ N A+ oldugundan, o'nin yiizleri; 0, o,
e ve e + ey’dir.(Sekil 2.5)

Simdi, ileride ihtiya¢ duyacagimiz konilerle ilgili 6zelliklerden bahsedelim.

Ozellik 2.9.

i. Rasyonel, ¢okytizlii, konveks bir koninin her yiizii rasyonel, ¢okyiizli, konveks
bir konidir.

ii. Rasyonel, cokyiizlii, konveks bir koninin yiizlerinin her kesigimi de koninin bir
yiiziidiir.

iii. Rasyonel, ¢okyiizlii, konveks bir koninin bir yiiziiniin her yiizii de bir yiizdiir.

Ozellik 2.10. \ € & olmak iizere, 7 o’nimn bir yiizii ise 7 = & + Rsq(—A)dur.

2.2. Monoidler

Tanim 2.11 (Monoid). S bir semi-grup olsun.
i. 0e S,
ii. S degismeli,
iii. s,8,t € Sigin, s+t =5 +t = s=¢ kogullarin1 saglayan S semi-grubuna
monoid denir.
S,’y1 agagidaki onsav yardimi ile tanimlayacagiz.

Onsav 2.12. N bir latis olsun. ¢ bir koni ise & N N bir monoiddir.

Bu 6nsavdan, M dual latisi ve ¢ konisi i¢in, & N M de bir monoid olur. Ve bu
monoidi S, := ¢ N M olarak tanmimlariz.

Simdi, S, monoidinin sonlu iiretecli bir monoid olabilecegini soyleyecegiz. Ile-
ride afin torik varyeteleri S, monoidinin sonlu sayidaki iireteclerinin arasindaki
iligkiden yola gikarak elde edecegimiz icin, S, monoidinin sonlu iiretegli olmasi
onemlidir.

Onsav 2.13. ¢ ¢okyiizlii bir koni ise o N N sonlu iiretecli bir monoiddir.

Bu 6nsavdan, ¢ ¢okyiizlii bir koni ise S, = ¢ N M de sonlu iiretegli bir monoid
olur.

11



Ornek 2.14. R*de, o = {0} konisini diisiinelim.

Sekil 2.7: {0}’ duali

Koninin duali tanimindan, {0}’ duali Sekil 2.7°deki (R?)* olur. M dual latis
olmak iizere, Onsav 2.12°den & N M bir monoiddir.

Sekil 2.8: S{y monoidi

Sekilde goriildiigii gibi S, := ¢ N M’nin iiretegleri, e}, —ej, €5 ve —e3’dir.

Onerme 2.15. o rasyonel, cokyiizlii, konveks bir koni ve M bir latis olsun.
A €S, =& N M olmak iizere, 7 = ¢ N A+ ¢’nin bir yiizii olsun. O halde,
ST == So' + Zzo.(—)\)’dlr.

2.3. Afin Torik Varyeteler

Afin torik varyeteyi inga etmek igin, sirasiyla Laurent polinomlarinin halkasi, La-
urent monomial, Laurent polinomunun destegi ve afin cebirsel kiimenin koordinat
halkas1 gibi kavramlardan bahsedecegiz.

Tanim 2.16 (Laurent Polinomlarinin Halkas1). Laurent polinomlarimin hal-
kast C[z, 27 Y = Clz1,. .., 20,27 1 - .+, 2] ile ifade edilir.

Tanim 2.17 (Laurent Monomial). A € C* ve ¢ = (aq,...,a,) € Z" olmak
iizere, bir Laurent monomial A.z* = A.z% - .. 2% olarak tanimlanir.

Z™ toplamsal grubu ve monik Laurent monomialerin ¢arpimsal grubu arasinda
agagidaki gibi bir izomorfizm vardir.

0: 7" — Clzy, 27 ]

a=(ag,...,q,) 2% =z2%...2%

12



Tamm 2.18 (Laurent Polinomunun Destegi®). f = X ., \2® bir Laurent
polinomu olsun. f’nin destegi, supp(f) = {a € Z" : A\, # 0} olarak tanimlanir.

Onerme 2.19. ¢ bir latis koni olsun. R, = {f € C[z,27'] : supp(f) C 6 N M}
halkas1 sonlu tiretecli bir monomial C-cebirdir.

Tanmim 2.20. C[¢] = C[¢y, ..., &), C lizerinde k degiskenli polinomlarin halkasi
olsun. Ve E = (f1,..., f) C C[{] olsun.

V(E)={z € CF: fi(x) = --- = f.(x) = 0} kiimesine E ile tanimlanan afin
cebirsel kiime denir.

FE ile iiretilen bir [ ideali i¢in, V/(I) = V(E)'dir.

Tamim 2.21. X C CF olsun. I(X) = {f € C[¢] : f|x = 0} ideali, X ’in sifir-
tdealt olarak adlandirlr.

Teorem 2.22 (Nullstellensatz’in Zayif Versiyonu). C[¢]’deki her maksimal
ideal, bir # noktasi i¢in M, olarak yazilabilir.

Sonug 2.23. z + M, eslemesi, C*’daki noktalar ve C[¢]'nin M maksimal idealleri
arasinda birebir bir eslemedir.

C* «— {M c C[¢], Mmaksimal ideal }
Tanim 2.24 (Spektrum). Spec(C[¢]) := {M C C[¢], Mmaksimal ideal}
Onsav 2.25. I, C[¢]'nin bir ideali olsun. O halde, V(I) = {z € C* : I ¢ M,}

olur.

Tanim 2.26 (Afin Cebirsel Kiimenin Koordinat Halkas1). V' (/)'nin 0 ide-
aline I(V(I)) = Iy diyelim. V(1) afin cebirsel kiimesinin koordinat halkasi

Ry = C[¢]/Iydir. Ry, & koordinat fonksiyonlarimin &; smiflar1 tarafindan bir
C-cebri olarak iiretilir.

Sonug 2.27. Spec(Ry) := {M C Ry, Mmaksimal ideal} <— V eslemesi birebir
bir eslemedir.

Zariski topolojisini her iki taraf i¢in de tamimlayarak, V' = Spec(Ry ) home-
omorfizmini elde ederiz.

Her bir degismeli sonlu tiretegli C-cebir R, bir Spec(R) afin kompleks varye-
tesi belirler. R'nin iiretegleri se¢ilmigse, R bir [ ideali igin C[y, ..., &/ I olarak
yazilabilir. Yani Spec(R), C¥’deki V (I) altvaryetesi ile tanimlanabilir.

Tanim 2.28 (Afin Torik Varyete). Rasyonel, ¢okyiizlii, kesinlikle konveks bir
o konisine kargilik gelen afin torik varyete X, = Spec(R,) olarak tamimlanir.

3ing. support
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Ornek 2.29. 0, es ve 2eq — ey vektorleri ile tretilen bir koni olsun.

€9 o

2(21 — €3

Sek]l 2.9: kOHi<€2, 261 — 62)

Sy, = ¢ N M tamimindan, Sekil 2.10’daki gibi S, 'nin {iretecleri e}, e] + e3 ve
el + 2e3’dr.

e} + 2e;

Sekil 2.10: Skoni(es,2¢;—ez) Mmonoidi

A = (ay,a9,a3) = (e}, €] + €5, e + 2e5) S, nin tireteglerinin bir sistemi olsun.
Bir 6 izomorfizmasi ile aq, as ve az vektorlerini, u; = z1, us = 2129 ve
u3z = 2,22’ye egleyelim:

6

a] — Uy
[

a9 ——> Uy
6

asz — ug

Ve 0 déniigiimii a;+a3 = 2as bagimtisini uyuz = u3 olarak korur. O halde koordinat
halkasi tanimindan,

RU = C[u17u27u3] = C[Zla 21722, 2123] = C[€1a§2753]/10'

olur. uyuz = u3 bagitisina & &3 = €2 binomial bagintis1 kargilik gelir ve I, idealini
iiretir. Yani,

Io’ = <£1€3 - £§>

O halde, afin torik varyete tanimindan ¢ konisine karsilik gelen afin torik varyete,
Xo=V(I,)=V(£& — &) ={x = (v1,19,23) € C>: 13 = 23}

quadratik konisi olur.

14



2.4. Torik Varyeteler

Tanim 2.30 (Fan). R™deki bir fan A ile gosterilir. A fam agagidaki kousullar
saglayan konilerin sonlu bir birlegimidir.

i. A’nin her konisi orjinden gecen herhangi bir dogruyu igcermeyen, ¢okytizlii, kon-
veks, latis konidir,

ii. A’nin bir konisinin her yiizii, A’'nin da bir konisidir,

iii. o ve o/, A’nmin konileri ise 0 N o', 0 ve ¢”’1n ortak yiizudiir.

7, o konisinin bir yiizii olsun. Onerme 2.15’ten S, = S, +Z>0.(—\) oldugunu
biliyoruz. Buradan afin torik varyete tanimi ile X,’dan, 7'nun torik varyetesi
X, ’ya bir izdiigim elde edebiliriz. Bu da X,’yu, X, nin agik alt kiimeleriyle ta-
nimlar.

Onsav 2.31. X, = X, \ (ux = 0).

7, o ve o' konilerinin ortak yiizii olsun. Onsav 2.31’den X, ve X,/, X, bo-
yunca bir yapistirma doniisiimii ile yapigirlar. Yani, Onsav 2.31’e gore X,/’'da
koordinatlar: (vy, ..., v,,) alirsak,

X, 2 X0\ (v = 0)
homeomorfizmi vardir. Ve yapigtirma dontigiimiinii,
Yoo+ Xo \ (10 = 0) =5 X, =5 X0\ (v, = 0)

olarak elde ederiz.

Burada amacimiz bir yapistirma doniisiimii ile X, ve X, 'niin birbirine yapigsan
noktalarm uyumlu olmasimi saglamaktir. 1, . yapistirma doniigiimii izomorfizm
oldugundan, birbirine yapisan noktalar uyumlu olur.

Tanim 2.32 (Torik Varyete). A, R"'de bir fan olsun. z € X, ve 2’ € X

noktalar1 i¢in, ¢, (x) = 2'(yapistirma doniigiimi) ise |J X, ayrik bilesiminin
ocEA
olusturdugu uzaya tortk varyete denir. A faninin torik varyetesi X ile goste-

rilir.

Ornek 2.33 (Kompleks projektif diizlem). Kompleks projektif diizlem, C?
uzayinda (0,0, 0)’dan gegen dogrularin kiimesidir. Diger bir deyisle, kompleks pro-
jektif diizlem, C* — {(0,0,0)} iizerinde (0, 0,0)’dan gegen herhangi bir dogrunun
tizerindeki her noktay1 denk kabul eden bir denklik bagintisina gore, bu denklik
bagmtisiin denklik siniflariin kiimesidir. CP? ile gosterilir.

CP? uzaymin homojen koordinatlarmi [ty : ¢; : to] ile ifade edelim. CP?* klasik
olarak asagidaki {i¢ koordinat yamasi ile kaplanir:

to # 0’a kargihk gelen Uy agik kiimesi (t1 /o, to/to) = (21, 22),
t1 # 0’'a karsihk gelen Uy agik kiimesi (to/t1,t2/t1) = (27, 27 1 22),
ty # 0'a karsihk gelen U, acgik kiimesi (to/ta, t1/t2) = (25, 2125 *) dir.
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Simdi R?’de, Sekil 2.11°deki o, o1, 05 konilerini diisiinelim. Bu koniler ve
bu konilerin yiizleri olan koni(es), koni(e;), koni(—e; — e2) ve {0} konilerinin
olugturdugu fana A diyelim.

Sekil 2.11: koni(ey, e3), koni(ea, —e; — €2) ve koni(ey, —e; — €2)

Asagida Sekil 2.12’den de goriilecegi gibi S,, = d¢ N M nin iiretegleri e} ve e}
olur.

Sekil 2.12: koni(ey, e3), koni(ey, —e; — e3) ve koni(ey, —e; — e9)’nin dualleri

A = (a1,a2) = (e, e}) Sy, 1 tireteglerinin bir sistemi olsun. Bir 6 izomorfizmi
ile aq, as vektorlerini, uy = 21, us = 25’ye esleyelim:

(4

a; — U
6

Ao ——> Uy

O halde koordinat halkas1 tanimindan,
Ry, = Cluy, up] = Clzy, 25 = Cl&1, 6]/ I,

olur. a; ve ay arasinda bir baginti olmadigindan u; ve us arasinda da bir ba-
gint1 yoktur. Bu durumda wu; ve us arasindaki bagintiya karsilik gelen I, idealini
tiretecek binomial bir bagnt1 yoktur. Bu nedenle, I, = (0) olur.

Buradan, o konisine karsilik gelen afin torik varyete,

Xo‘o = V(Iao) = V(O) = {(371,1'2) € C2} = C2(Zl7z2)

olur.

Benzer sekilde, S,,’in iiretecleri —et ve —el + b, R, = Clz;', 27 2] ve
Xpy = C 1, dir

Son olarak, S,, nin iiretecleri —ej ve ef — €5, R,, = Clzy', 2125 '] ve X,, =
) olur.

zfl,z
2
C5

22
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Buradan, X,,, X, ve X,, afin torik varyetelerinin sirasiyla Uy, U; ve U,
koordinat yamalarina kargilik geldigini goriiriiz.

Fan yapisi, afin torik varyeteler arasinda, konilerin kesigimlerindeki yiizlerin
torik varyetesi boyunca bir yapistirma saglar. Dolayisiyla bu fan yapisi sayesinde
yamalarin nasil yapistigini gérecegiz.

Asagidaki sekildeki gibi og ve o;’in ortak yiiziine 7y, 0 ile o9’nin ortak ytiziine
Ty Ve 07 ile o9'nin ortak yiiziine 73 diyelim.

Afin torik varyeteler arasinda ii¢ tane ikili yapistirma vardir. Ilk olarak X,,
ve X,, arasindaki X, boyunca olan yapistirmay: aciklayalim. 73 hem oy’in hem
de o4’in bir yiizli oldugundan X, 'in iki farkli goriintiisii vardir. oy’daki 7 yiiziine
kargilik gelen X, afin torik varyetesini bulalim.

duali

Sekil 2.13: koni(er, es) Sekil 2.14: koni(ey, e2)'nin duali

M bir latis olsun. Sekil 2.14’teki do’dan, S,, = 09 N M nin iiretegleri ej ve €
olur. 7¢’in tanimindan, A\ = e} ve Onerme 2.15’ten, S;, = S,, + Z>o.(—e¢7) olur.

Sekil 2.15: Syoni(e)
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Sekil 2.15ten de goriildiigii gibi S;, in iiretegleri e}, —ej ve e3’dir.
B = (b1, by, b3) = (€7, —e7, e3) S, ’in tireteglerinin bir sistemi olsun. Bir ¢ izomor-
fizmi ile by, by, by vektorlerini, sirasiyla u; = 21, up = 2", ug = 25’ye esleyelim:

b1|i>u1
bQ'LUQ
b3|i>’lj/3

Ve 1) dontigiimii b; + by = 0 bagintisini ujus = 1 olarak korur. O halde koordinat
halkasi tanimindan,

RTl = (C[Ul,UQ,U3] = (C[thl_la 22] = C[glvg%gi’»]/lﬁ

olur. uyus = 1 bagintisina £;§ = 1 bagintisi karsilik gelir ve [, idealini tiretir.
Yani,

I = (&& —1).
Buradan, oy’daki 7 yiizii igin,
)(T1 = V(In) = V(flfg - 1) = {(1'1,1132,273) eC?: T1To = 1} = Czl X CZQ

olur.
o1’daki 7p yliziine kargilik gelen X, afin torik varyetesini bulalim.

€y — *+€§
o I\ . ’ -
o1
¢ 76’,?( 0
—€1 — €2
Sekil 2.16: koni(ea, —e1 — €2) Sekil 2.17: koni(eq, —e; —e5) 'nin duali

M bir latis olsun. Sekil 2.17’deki &;’den, S,, = &1 N M'nin iiretecleri —e}
ve —e} + e} olur. 7’in tammindan, A = —e} ve Onerme 2.15'ten, S,, = S,, +
Z>o.(€e}) olur. Buradan, S;, in iiretegleri —ej, e} ve —ej +e3’dir. C' = (¢q, ¢a,¢3) =
(e}, —e7, e5) Sy, in tireteglerinin bir sistemi olsun.

Bir ¢ izomorfizmi ile ¢, ¢z, c5 vektorlerini, sirasiyla u; = 27, ug = 21, ug =
2 ' zo’ye esleyelim:

clli>u1
02|i>u2
Cg|i>U3

Ve ¢ dontisiimii ¢;+co = 0 bagitisini uyus = 1 olarak korur. O halde koordinat
halkasi tammindan, R,, = Cluy, ug, ug] = Clz;h, 21, 21 '20) =2 C[€1, &9, &3]/ I, olur.
ujuy = 1 bagintisina & = 1 bagimtisi karsilik gelir ve I, idealini iiretir. Yani,

I = <§1§2 - 1>'
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Buradan o¢’deki 7 yiizii i¢in,
)(T1 = V(Iﬁ) = V(flfg — 1) = {(l‘l,IQ,ZL‘g) € (C3 L1 = 1} & (czfl X szlz2

olur.

X,, ve X,, arasindaki X, boyunca olan yapistirmay1 (21, 20) + (2%, 27 ' 22)
koordinat degisimini kullanarak yapariz. Bu iki afin torik varyetenin yapismasi
ile CP*\{[0: 0 : 1]} elde ederiz.

Benzer sekilde, X,, ve X,, arasindaki X, boyunca olan yapistirmay: aciklaya-
lim. 75 hem 0y’1n hem de o5’nin bir yiizii oldugundan X, nin iki farkli goriintiisii
vardir. X, nin iki farklh goriintiistinii X, ’e benzer sekilde agsagidaki gibi buluruz:

oo’daki 15 yliziine karsilik gelen X, afin torik varyete;
)(.,-2 = V<IT2) = V(fog — 1) = {(l’l,l'g,l'g) € C3: Loy = 1} = (Czl X C;Z

olur.
o5'deki 1 yiizline karsilik gelen X, afin torik varyete;

)(T2 = V(ITQ) = V(€1€3 — 1) = {(.171,1'2,1‘3) cC?: 13 = ]_} = (Cz,l X (Czlzgl

olur.

X,, ve X,, arasindaki X, boyunca olan yapistirmay1 (21, 20) + (25", 2125 ")
koordinat degisimini kullanarak yapariz. Bu iki afin torik varyetenin yapismasi
ile CP*\{[0: 1 : 0]} elde ederiz.

Son ikili yapigtirma olan X,, ve X, arasindaki X, boyunca olan yapigtirmay1
agiklayalim. 73 hem o;,'1n hem de oy'nin bir yiizii oldugundan X, "in iki farkh
goriintlisii vardir. X, 'tin iki farkh gortintiisiinii X, 'e ve X;,’ye benzer sekilde
asagidaki gibi buluruz:

o1’deki 73 yiizline karsilik gelen X, afin torik varyete;
XT3 = V(L—g) = V(fgfg, — 1) = {(1'1,1'2,1‘3) cC?: Toly = 1} = szl X szlz2

olur.

o9’daki 73 yliziine karsilik gelen X, afin torik varyete;
XT3 = V(ITS) = V(fgfg — 1) = {(1‘1,1‘2,1’3) € (C3 L X9y = 1} = Cz;1 X C;zgl

olur.

Xy, ve X,, arasindaki X,, boyunca olan yapistirmay1
(271 27 %) = (251, 2125 1) koordinat degisimini kullanarak yapariz. Bu iki afin
torik varyetenin yapismasi ile CP*\{[1: 0 : 0]} elde ederiz.

X,, ve Xy,'i yapistirarak elde ettigimiz CP?\{[0 : 0 : 1]} uzayma Xg,,; Xo,
ve X,,'vi yapistirarak elde ettigimiz CP?\{[0 : 1 : 0]} uzayma X,,, diyelim. A
faninin torik varyete yapisini, X,,, ve X,,,'vi yapigtirarak insa edecegiz. X,,,
ve X,,, arasindaki bu yapigtirmayi, X,, boyunca, (z1,22) — (21, 29) doniigiimi
ve X,, boyunca, (27,27 %) + (23', 212, ') koordinat degisimi ile yapariz. Bu
yapistirma ile CP? uzayimni elde ederiz.
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2.5. Torus Etkisi ve Yoringeler

Tanim 2.34 (Afin Torik Varyete Uzerine Torus Etkisi). 1 < j < n ve

1 <i < kign, o/ € Z olmak fizere, a; = (al,...,a?) formunda bir (ay,...,a;)
sistemi tanimlayalim.

Sy = N M, (ay,...,a;) sistemi ile iretilen bir monoid olsun. T = (C*)”
n-boyutlu torus ve X,, o konisine karsilik gelen afin torik varyete olsun. t =
(t1,...,tn) € T = (C*)" ve x € X, olmak iizere, T'nin X, tzerine torus etkisi;

Tx X, — X,
(t,z) — to=({1"xq,... t%xy)

1 n
olarak tanimlanir. Burada, t% =t ...t," € C*'dur.

Ayricalikli noktalar, yoriinge tanimi igin gerekli oldugundan simdi bu nokta-
lardan bahsedelim.

Tanim 2.35 (Ayricalikli noktalar?). o bir koni ve 7, ¢ konisinin herhangi bir
yiizl olsun. S, = ¢ N M monoidi i¢in, a € S, olmak iizere,

or: S, — C

i 1 aert
a
0 a¢rt

fonksiyonunu tanimlayalim. 7 bir ayricalikli noktaya sahiptir. Oyle ki, bu ayrica-
likli noktanin i.koordinat1 ¢, (a;) olarak tanimlanir. Buradaki a;, Tanim 2.34’te
tammmladigimiz gibi, a; = (o}, ..., o) formundadir. 7 yiiziine kargihk gelen ayri-

calikli nokta x, ile gosterilir.

Tanim 2.36 (Yoriinge®). o bir koni, T bir torus ve 7, ¢ konisinin herhangi
bir yiizii olsun. X,, ¢ konisine kargilik gelen afin torik varyete olsun. z,, 7'ya
karsilik gelen ayricalikli nokta olmak iizere, 7 yliziiniin yoriingesi, x, ayricalikh
noktasinin yoriingesidir. Ve z, ayricalikli noktasinin yoriingesi, t € T ve x, € X,
olmak tizere, (t,x,) — tx, torus etkisi ile elde ettigimiz tx, nun gerdigi kiime
olarak tanimlanir. 7 yiizliniin yoriingesi O, ile gosterilir.

Yoriingenin kapanigi Chow-Betti sayilari ile ilgili oldugundan bu boliimde son
olarak, yoriingenin kapanigini tanimlayacagiz.

Tanim 2.37 ([3], 24.sayfa, Yoriingenin kapanisi). o bir koni ve 7 bu koni-
nin bir yiizi olsun. A = (ay,as,...,a,), S, monoidinin iireteglerinin bir sistemi
olsun. Ve O,, 7'nun yériingesi olsun. i € {1,2,...,n} olmak iizere, a; ¢ 7+ kogu-
lunu saglayan indekslerin olugturdugu kiimeye I diyelim. Her ¢ € [ i¢in, O, nun
kapanigi, X,’'da u; = 2% = 0 elemanlar: ile tanimlanir. O,'nun kapamigim V' (7)
ile gosteririz.

4ing. distinguish points
5¢ng. orbit
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Simdi, yoriinge ve yoriingenin kapanigi 6rnegi olarak [3|’teki 4.6 6rnegini ve-
relim.

Ornek 2.38 (CP?’nin yériingeleri). Ornek 2.33ten, CP?’nin fan yapisiim Sekil
2.18'deki gibi oy = koni(ey, e3), 01 = koni(eg, —e; — €2), 09 = koni(ey, —e; — €3),
Ty, T2, T3 ve {0} konilerinin birlegiminden olusan bir fan oldugunu biliyoruz.

Sekil 2.18: CP*'nin fan yapisi

Bu 7 koniden olugan fana A diyelim. CP*'nin yoriingeleri, A'nin yiizlerinin yo-
riingeleridir. Ilk olarak, {0} yiiziiniin yoriingesini bulalim. Tanim 2.36’dan, {0}'m
yoriingesi {0} ayricalikli noktasiin yoriingesidir. {0} yiizii, A'nin tiim konile-
rinin ortak yiziidir. O halde, {0}'mn ayricalikli noktasmi bulmak igin, ayricalikli
nokta tamimindan, S,,, S,, ve S,, nin iireteglerini kullaniriz.

{0}+ = R? oldugundan, tiim monoidlerin iiretegleri i¢in, a;,as € {0}* olur. O
halde, ayricalikh nokta tamimindan, {0} yiiztine kargilik gelen ayricalikli noktanin
koordinatlar ¢o1(a1) = @qoy(az) = 1'dir. Buradan, {0} yiiziine karsiik gelen
ayricalikli nokta {zfy} = (1,1) olur. Tanim 2.36’dan, {0} yoriingesi {x(o}} =
(1,1)in yoriingesidir. Yani, (t1,3) € T olmak iizere, yoriinge tanimimdan, {0}'mn
yoriingesi, torus etkisi ile elde ettigimiz (¢,%2)(1,1)’in gerdigi kiimedir.

(t1,t2)(1,1) = (t™,t*)
(t1 9,19 t3)
= (t%v t%)

Dolayisiyla, {0} yériingesi, Oy = C;, x Cj, olur.
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Simdi, Oygy yoriingesinin kapamsi olan V' ({0})1 bulahm. {0} = R? oldugun-
dan, tiim S,,, S,, ve S,, monoidlerin iiretegleri i¢in, a;, as € {0} olur. O halde,
yoriingenin kapanigi tamimindan, a; ¢ {0}* kosulunu saglayan bir indeks olma-
digindan, I = {@}’dir. Buradan, X,, = C?, .,)’de V({0}) = Cy,,) x C(,,) dir.
Benzer sekilde, X, = CQ(Z;17Z;1Z2)’de V{0}) = Coyy x Conyyy ve Xoy =
Cz(zglyzlzgl)vde V({O}) = C(zgl) X C(

71 yuzl, og ve o;’in ortak yiizii oldugundan, 77’in yoriingesini bulmak igin,

yoriinge tammindan, S,, ve S, ’in iireteclerini kullanacagiz. Ornek 2.33’ten, A’nin
dual konileri Sekil 2.19’daki gibidir.

azg ) olur.

Sekil 2.19: koni(ey, e2), koni(ey, e5) ve koni(eq, e2) nin duali

Sekil 2.19’dan da goriildiigi gibi, S,, = doN M nin iiretegleri, a; = e} = (1,0)
ve ay = € = (0,1)dir. a; = (1,0) € {m}" ve ay = (0,1) ¢ {r}" oldugundan,
7y yiiziine kargilik gelen ayricalikli nokta {z, } = (1,0)’dir. Tamim 2.36’dan, 7’in
yoriingesi {z,, } = (1,0)'1n yoriingesidir. Yani, (t1,¢3) € T olmak iizere, yoriinge
tanimindan, 7;’in yoriingesi, torus etkisi ile elde ettigimiz (¢1,%3)(1,0)'in gerdigi
kiimedir.

(t1,t2)(1,0) = (t,0)
- 0180
= (41,0)

Dolayisiyla, 7’in yoriingesi, O, = C; x {0} olur.

Diger taraftan, Ornek 2.33'ten, S,,’in iiretecleri a; = —e = (—1,0) ve ay =
—et + 5 = (=1,1)dir.(Sekil 2.19) a; = (=1,0) € {n}" ve ay = (—=1,1) ¢
{r}" oldugundan, 7, yiiziine karsihk gelen ayricalikli nokta {z,} = (1,0)dur.
Tamm 2.36’dan, 71’in yortingesi {z,, } = (1,0)'in yoriingesidir. Yani, (t1,t2) € T
olmak iizere, yoriinge tanmimindan, 7;’in yoriingesi, torus etkisi ile elde ettigimiz
(t1,t2)(1,0) 10 gerdigi kiimedir.

(t1,12)(1,0) = (t*1,0)
= (t'15,0)
= (t;170)

Dolayisiyla, 7’in yoriingesi, O, = (CZk 1y X {0} olur.
?1
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Simdi, O,, yoriingesinin kapamsi olan V'(71)’i bulalim. 7 yiizii, oy ve o7’in
ortak yiizii oldugundan, yoriingenin kapanisi tanimindan, S,, ve S,, in tiretegle-
rini kullanacagiz. S,,'1n iiretegleri, a; = e = (1,0) ve as = €5 = (0,1)’dir.(Sekil
2.19) a; = (1,0) € {n}" ve ay = (0,1) ¢ {r}" oldugundan, yériingenin kapa-
nigt tammmindan, [ = {2}’dir. Buradan, V({r1}), X5y = C? (4 u) = C*(;, ) 'de
Uy = 2% = 2z = 0 elemani ile tanimlanir. O halde, V ({r1}) = C(.,) x {0} dur.

Diger taraftan, S, 'in liretegleri ay = —ej = (—1,0) ve ay = —e] + €5 =
(—1,1)dir.(Sekil 2.19) a; = (—=1,0) € {n}" ve ay = (=1,1) ¢ {n}" oldugun-
dan, yoriingenin kapanigi tanimmindan, I = {2}’dir. Buradan, V({r}), X,, =
Clurus) = C2 o1 o1,y de ug = 22 = 2, 'z = 0 elemani ile tanimlanir. O halde,

V({n}) = Cpoy x {0} dur.

Ty yiizil, o ve oy’'nin ortak yiiziidiir. Ornek 2.33ten, So, = 09 N M'nin iire-
tecleri, a; = et = (1,0) ve ay = e} = (0,1)dir.(Sekil 2.19) a; = (1,0) & {m}"
ve ay = (0,1) € {r}" oldugundan, 75 yiiziine kargilik gelen ayricalikli nokta
{z,} = (0,1)’dir. 72’nin yoriingesi, Tamim 2.36’dan, {z.,} = (0,1)’in yoriingesi-
dir. Yani, (t1,t2) € T olmak tizere, yoriinge tammidan, 75'nin yoriingesi, torus
etkisi ile elde ettigimiz (t1,%2)(0,1)’in gerdigi kiimedir.

(t1,t2)(0,1) = (0,t%)
= (07 t? t%)
- (07 t%)

Dolayisiyla, m'nin yériingesi O,, = {0} x C;, olur.

Diger taraftan, Ornek 2.33’ten, S,, nin iiretecleri a; = (0, —1) ve
ay = (1,—1)dir. (Sekil 2.19) a; = (0,—1) € {n}" ve ay = (1,—1) & {n}"
oldugundan, 7 yiiziine karsiik gelen ayricalikhh nokta {z,,} = (1,0)'dwr. 7'nin
yortingesi, Tamim 2.36’dan, {z,,} = (1,0)m yoriingesidir. Yani, (t1,t2) € T ol-
mak {lizere, yorlinge tanimindan, 75'nin yoriingesi, torus etkisi ile elde ettigimiz
(t1,t2)(1,0) 1 gerdigi kiimedir.

(tl,tQ)(l,O) = (tal,O)
= (3,0)

Dolayisiyla, 75'nin yoriingesi O,, = C’ZZ x {0} olur.

2)

Simdi, O, yoriingesinin kapanigi olan V(73)’yi bulahm. 7 yiizii, oy ve o2'nin
ortak yiizii oldugundan, yoriingenin kapanigi tanimindan, S,, ve Sy, nin iiretegle-
rini kullanacagiz. S,,'in tiretegleri, a; = e} = (1,0) ve ay = €5 = (0,1)’dir. (Sekil
2.19) a; = (1,0) ¢ {m}" ve ay = (0,1) € {n}" oldugundan, yoriingenin kapa-
migt tammmindan, [ = {1}’dir. Buradan, V({72}), X5y = C? (4 u) = C?(;, ) 'de
up = 2" = z; = 0 elemani ile tanimlanir. O halde, V ({72}) = {0} x C.,)’dir.

Diger taraftan, S, nin iiretegleri a; = (0, —1) ve ay = (1, —1)’dir. (Sekil 2.19)
a; = (0,—1) € {r}" ve ay = (1,—1) ¢ {n}" oldugundan, yoriingenin kapanigi
tammindan, I = {2}’dir. Buradan, V({n}), Xo, = C?,u) = CQ(zgl’zlzz—l),de

Uy = 2% = 21251 = 0 eleman ile tanimlanir. O halde, V ({ry}) = Crpry x {0} dir.
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75 yiizil, o7 ve oy'nin ortak yiiziidiir. Ornek 2.33’ten, Sy, 'in iretecleri a1 =
—er = (=1,0) ve ay = —e* + ¢} = (—1,1)dir. (Sekil 2.19) a; ¢ {r3}" ve ay €
{73} oldugundan, 73 yiiziine kargilik gelen ayricalikh nokta {z,,} = (0,1)dir.
Diger yiizlere benzer gekilde, 737iin yoriingesi, torus etkisi ile elde ettigimiz
(t1,t2)(0,1)’in gerdigi kiime olur.

(t1,t2)(0,1) = (0,t%)
= (Ovtl_lt%)

Dolayisiyla, 73’tin yoriingesi O,, = {0} x (Cz‘z_lzl) olur.
1 2

Diger taraftan, Ornek 2.33’ten, S,, nin iiretecleri a; = (0, —1) ve
ay = (1,—1)dir. (Sekil 2.19) a; ¢ {r3}" ve ay € {3} oldugundan, 73 yiiziine
kargilik gelen ayricalikhi nokta {z,,} = (0,1)’dir. 73’lin yoriingesi, torus etkisi ile
elde ettigimiz (¢1,%2)(0,1)’in gerdigi kiime olur.

(tlatQ)(()?l) i (OvtaQ)
= (Ovt%tgl)

Dolayisiyla, 73'tin yoriingesi O, = {0} x (Cz‘ 1,1 olur.
?1%2

Simdi, O,, yoriingesinin kapanigi olan V' (73)’ti bulalim. 73 yiizii, oy ve o2’nin
ortak yiizii oldugundan, yoriingenin kapanigi tanimindan, S,, ve S,, nin iireteg-
lerini kullanacagiz. Sy, ’in iiretegleri, a; = (—1,0) ve ay = (—1,1)’dir.(Sekil 2.19)
a; ¢ {Tg}l ve ay € {Tg}Loldugundan, yoriingenin kapanisi tammmindan, [
{1}°dir. Buradan, V({73}), X, = C?(4; up) = (C2(21_1721_122)’de u = 2% =27 =

eleman ile tanimlamr. O halde, V({r3}) = {0} x C_—_ )’dir.

o |l

Diger taraftan, Sy, nin tretegleri a; = (0, —1) ve as = (1, —1)’dir.(Sekil 2.19)
a; ¢ {r3}" ve ay € {73} oldugundan, yoriingenin kapamg tanmmmndan, I =
{1}°dir. Buradan, V({73}), X,, = C?(4; up) = C2(Z271721Z271)’de up = 2% =2z, =0

eleman ile tamimlamr. O halde, V({73}) = {0} x C(, .1 )dir.

oot = oyt = oyt = {0} oldugundan; oy, oy ve o9 yiizlerine karsilik gelen

ayricalikll noktalar {z,,} = {2y} = {25} = (0,0) olur. Buradan, oy, o1 ve oy
yiizlerine karsilik gelen yoriingeler ise Oy, = Oy, = O,, = {0} x {0} ’dur.

Simdi, O,, yoriingesinin kapanigi olan V' (0¢)1 bulalim. S,, = 6o N M nin iire-
tecleri, a; = (1,0) ve ay = (0,1)'dir.(Sekil 2.19) a; ¢ {00} ve ay ¢ {0} oldugundan,
yoriingenin kapanigi tanimindan, I = {1, 2}'dir. Buradan, V({0¢}), X,, = C?(, .,)'de
Uy = 2z = z; = 0 ve ug = 2 = zy = 0 elemanlan ile tanimlamir. O halde,

V({{oo}) = {0} x {0} dr.
V(09)’a benzer sekilde, V(o1) = V(03) = {0} x {0} olur.
Yukarida afin koordinatlarda buldugumuz tiim yoriingeler, CP*nin homojen

koordinatlarina karsilik gelir. Bu nedenle, simdi, A’nin yiizlerinin, CP?’de hangi
homojen koordinatlara kargilik geldiklerini bulalim.
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Ornek 2.33ten, (to : t1 : t2) koordinatlar: CP? uzayinin homojen koordinatlar
olmak iizere CP? klasik olarak agagidaki ii¢ koordinat yamas: ile kaplanir:

to # 0’a karsihik gelen Uy agik kiimesi (¢ /tg, t2/t0) = (21, 22),
t; # 0’a karsilik gelen U, acik kiimesi (to/t,t2/t1) = (27", 27 ' 22),
ty # 0’a kargilik gelen U, acik kiimesi (to/to, t1/ts) = (251, 2125 ) 'dir.

Ik olarak oo’ CP?’de karsilik geldigi homojen koordinatlar: bulalim. Ornek
2.33’ten, X, afin torik varyetesinin, CP*'nin U, koordinat yamasima karsilik gel-
digini biliyoruz. Uy agik kiimesinin tanimmdan ve O,, = {0} x {0} oldugundan;

(21,22) = (0,0) = 2, =0 ve z=0
= tl/to =0 ve tg/to =0
= t1 =0 ve ty =0.

Dolayisiyla, oy konisi, CP*'de (t, : 0 : 0)’a karsilik gelir.

Ornek 2.33'ten, X,, ve X,, afin torik varyetelerinin, CP?'nin sirasiyla U; ve
U, koordinat yamalarina karsilik geldigini biliyoruz. O halde, oy konisine benzer
sekilde, o konisi CP*'de (0 : ¢, : 0)’a; o5 konisi CP*’de (0 : 0 : t5)’ye karsilik gelir.

Benzer gekilde, A'nin tiim yoriingelerini, Sekil 2.20’te sag taraftaki diyagram-
daki gibi elde ederiz. Sekil 2.20’teki diyagramlarda A’nin bir yiizii, bu yliziin
yoriingesine kargilik gelecek sekildedir.

{0} (to : tl c tQ)

N

T1 T2 T3 (to:t1:0 :0:te) (0:ty:t2)
O] = TR

0'0/ o1 \0'2 (to:0:0) (0:¢;: (0:0:tg)
A \(O:O:O)/

Sekil 2.20: A'nin yiiz diyagrami ve CP?'nin yoriingeleri diyagrami
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Dolayisiyla, CP*'nin yoriingeleri ve bu yoriingelere karsilik gelen koniler Sekil
2.21°daki gibi olur.

(t() : tl : 0)

(t() 20 tg)

(02t12t2)

Sekil 2.21: CP*'nin yoriingeleri ve yoriingelere karsihik gelen koniler
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3. DUAL HIPERSIMPLEKSIN TORIK H-VEK-
TORU

Dual hipersimplekslerin torik h-sayilarini (h-vektorlerini) ele alacagimiz bu bo-
limde genellikle [2]’yi, [5]'1 ve [6]'y1 takip edecegiz.

Bir hipersimpleks, R"’de k tane koordinati 1, diger (n-k)-tane koordinati 0
olan vektorlerin konveks zarfidir [2]. Burada, konveks zarf! bu vektorleri igeren
en kiiciik konveks kiimedir. Yani, bu vektorleri ¢evreleyen bir yapi olarak diisii-
nilebilir.

Hipersimpleksin h-sayilari, hipersimpleksin yiiz sayilarina bagh oldugundan
bu béliimde yiiz sayilarinin hesaplanmasina da yer verecegiz. Hipersimplekslerin
yiizlerinin sayilarini, verecegimiz kodlarla, SageMath [10]’da ve Polymake [8]'de
nasil hesaplanacagini gosterecegiz.

Bir hipersimpleksin torik h-vektorii; torik h-polinomu ve torik g-polinomlarinin
katsayilari ile ilgilidir. Bu polinomlar, bir Eulerian posetin torik h-polinomu ve
torik g-polinomu olarak tanmimlanacag i¢in, oncelikle Eulerian posetlerden bah-
sedecegiz.

Dual hipersimpleksin torik h-sayilarini hesaplamadan 6nce, |2]’den farkli ola-
rak, sirasiyla bir Eulerian posetin torik h-vektoriinii ve bir politopun torik h-
vektoriini de inceleyerek ornekler verecegiz.

Bir politopun torik h-vektorii, bu politopun yiiz latisinin torik h-vektoriidiir.
Bu yiiz latisi bir Eulerian posettir. A(k,n) hipersimplekslerinin torik h-vektoriinii
hesaplarken, h(L, z) ve g(L, z) polinomlarindaki L Eulerian poseti; A(k,n) hiper-
simplekslerinin yiiz latisi olur. Hipersimplekslerin torik h-vektorlerini, verecegimiz
kodlarla, Polymake [8]’de nasil hesaplanacagini gosterecegiz. Buradaki amacimiz,
hipersimplekslerin torik h-vektorleri yardimi ile dual hipersimplekslerin torik h-
vektorlerini bulmak olacaktir.

P d-boyutlu bir politop olsun. P'nin d — 2 ve d — 2’den kiig¢iik boyutlu yiiz-
leri simpleks ise P ¢eyrek-simpleksel bir politoptur. 0 < &k < n igin, A*(k,n)
geyrek-simplekseldir. A*(k,n) ceyrek-simpleksel oldugundan, A*(k,n)nin torik
h-vektoriiniin ilk yarisi, A*(k,n)’nin h-vektoriintin ilk yarisina esittir [2]. Bu du-
rumda, A*(k,n)'nin torik h-vektorlerini, A*(k,n)nin h-vektorlerinden kolayca
elde edebiliriz.

Dual hipersimplekslerin torik h-sayilarimi bulmak i¢in, ilk olarak [17|’de, daha
sonra [2|’de verilmig bir kombinatorik hesaplama formiiliinii de kullanacagz.

Bu boliimde dual hipersimplekslerin torik h-sayilarinm Polymake [8] kullanarak
da hesaplayacagiz.

Lconvex hull
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3.1. Hipersimpleks

Tanim 3.1 ([2], 1.sayfa, Hipersimpleks). Bir hipersimpleks, R™’de k tane ko-
ordinat1 1, diger (n-k)-tane koordinati 0 olan vektérlerin konveks zarfidir?. A(k, n)
veya Ay, ile gosterilir.

Tanim 3.2 ([6], 340.sayfa, Hipersimpleksin Yiizii). I, J C [n] :={1,2,...,n}
olsun.

INJ=0,|I| <kvel|J| <n—k olmak iizere, A(k,n) nin pozitif boyutlu yiizleri

(I,J) eslesmeleri ile isimlendirilir. 1 < i < n olmak fiizere, p;.koordinat1 1 di-

ger koordinatlar1 0 olan k — |I| tane e, €, . . vektori i¢in, A(k,n)nin

(1,J) adl yiizi

: 76#1@7\1\

Frg = konv { (zezl 6i> tey t..+ Crr_) - {eﬂl’ e 76%41\} € ({1727'.};i}i[|(luj))}
olarak tamimlanir. Burada, ({1’2"",;71}';'(“‘])) notasyonu {1,2,...,n} — (I U J) kii-
mesinden k — |I| tane eleman segmek anlamina gelir. Ve konv ise kiime parantezi
icinde yer alan vektorleri iceren en kiigiik konveks kiimeyi germe anlamina ge-
lir. Bagka bir deyisle, bu vektorleri igeren tiim konveks kiimelerin kesigimi olarak
tanimlanabilir.

Ornek 3.3. A(2,4) hipersimpleksini ele alalim.

Tanim 3.1’den, A(2,4) 2 tane koordinati 1, diger 2 tane koordinati 0 olan vek-
torlerin konveks zarfi olur. O halde, A(2,4) hipersimpleksinin koseleri (1, 1,0, 0),
(1,0,1,0), (1,0,0,1), (0,1,1,0),(0,1,0,1) ve (0,0, 1,1)dir.

Simdi, A(2,4) hipersimpleksinin diger yiizlerinin sayilari bulalim. Tanim
3.2'den, I, J C [4] :={1,2,3,4}, INJ =0, |I] < 2 ve |J| < 2 kogullarim saglayan
I ve J kiimelerinin eleman sayilar1 0 yada 1 elemanli olur. O halde, agagidaki gibi
4 farkli durum vardir.

117
1 1
1 0
0 1
0 0

Tablo 3.1: A(2,4) igin I ve J kiimelerinin eleman sayilar

i. |[I| =1 ve |J| =1 olsun. O halde, tiim (1, J) eslesmeleri goyledir:
{1342)), ({13, {33), ({1}, {4}),
({2} {1}), ({23, {33), ({2}, {4}),
({35 {1}), ({33, {23), ({3}, {4}),
({4}, {1}), ({43, {23), ({4}, {3}).

2ing. hull
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ii. [I| =1ve|J|=0olsun. O halde, J =0 ve I C {1,2,3,4} oldugundan, tiim
(1,.J) eslesmelexi sivledir: ({1},0), ({2}, ), ({3}, 0), ({4}, ).

iii. [J| =1 ve |I| =0 olsun. O halde, I =0 ve J C {1,2, 3,4} oldugundan, tiim
(1,7) eslesmeleri soyledir: (0, {1}), (0 {2}). (. {3}), (0, {4}).

iv. |J| =0 ve |I| = 0 olsun. Buradan, I = () ve J = () olmak tizere tek bir ((, )
ikilisi elde ederiz.

Simdi elde ettigimiz tiim (7, J) ikilileri i¢in,
F1,5 = konv { <Z] €i> RO SRR Y I 7€Nk—\1\} c ({1727---’;”}1—|(1UJ))}
1€

tamimindan A(2,4)%in yiizlerini bulalim. Hesapladigimiz ytizler i¢in, adim adim
tablo olusturacagiz.

Fuypy = konv{e; +es,e1 +eq}
= konv{(1,0,1,0),(1,0,0,1)}

Bu durumda, Fyiy (93 yiizii, R*te, (1,0,1,0) ve (1,0,0,1) noktalarmin gerdigi
bir dogru pargasidir. Yani, A(2,4)’tin bir kenarmi(1-yiiziinii) verir.

./_"{1}7{3} = konv{el + eg2,e1 + 64}
= konv{(1,1,0,0),(1,0,0,1)}

Fyqay = konv{e +ey,e1 +e3}
= konv{(1,1,0,0),(1,0,1,0)}

Froyqy = konv{es + es, e + eq}
= konv{(0,1,1,0),(0,1,0,1)}

Foyqzy = konv{es +e1, e + ey}
= konv{(1,1,0,0),(0,1,0,1)}

Fioyqay = konv{es +ep, e +e3}
= konv{(1,1,0,0),(0,1,1,0)}

Fayqy = konvies +eg,e3 + ey}
= konv{(0,1,1,0),(0,0,1,1)}

Fiayq2y = konv{ies +ei,e3+ ey}
= konv{(0,1,1,0),(0,0,1,1)}

Fiayqay = konvies +ep,e3+es}
= konv{(1,0,1,0),(0,1,1,0)}

./7{4}7{1} = kODV{64 + €9, €4 + 63}
= konv{(0,1,0,1),(0,0,1,1)}
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Fiay gy = konv{es+eq,eq + ez}
= konv{(1,0,0,1),(0,0,1,1)}

Fuypy = konv{es + e, eq+ g}
= konv{(1,0,0,1),(0,1,0,1)}

yiiziin adi | yliziin boyutu
Flyq2)
Fi13.8)
Fy4)
Fi2y{1)
Fi23{3}
Fi23.44)
Fisyu
Fis}.42)
Fi3}.(4)
Flay(u
Fi4y{2)
Flay,43)

= = = =] = = =] =] = = = =

Tablo 3.2: i.durumdaki A, 4'iin yiizleri

Fuyo = konv{e; +ez, e+ e3,e1 + e}
= konv{(1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1)}

Bu konveks kiime, R*’te, (1,1,0,0), (1,0,1,0) ve (1,0,0,1) noktalarinin ger-
digi bir tiggendir. Yani, A(2,4)’lin bir 2-yiiziini verir.

Froyo = konv{es +ey,ex+e3,ex+ eq}
= konv{(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1)}

Fizyo = konv{es +ej,e3+ ez, e3+ ey}
= konv{(1,0,1,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1)}

Fyo = konv{es +ey,eq+ ez, e4 + €3}
— Lkonv{(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)}

yiiziin adi | yliziin boyutu
.7:{1}7@ 2
]:{2}7@ 2
]‘—{3},@ 2
Flay0 2

Tablo 3.3: ii.durumdaki A, 4'iin yiizleri
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Foqp = konv{es + es, eo + eq,e3 +es}
— konv{(0,1,1,0),(0,1,0,1),(0,0,1,1)}

Foqoy = konv{e; +es, e1 +eq,e3+es}
— konv{(1,0,1,0),(1,0,0,1),(0,0,1,1)}

Foqzy = konv{e; + es,e1 +eq, €2 + e}
= konv{(1,1,0,0),(1,0,0,1),(0,1,0,1)}

Foqap = konv{e; + ez, e1 + e3,e2 + e}
— Lkonv{(1,1,0,0),(1,0,1,0),(0,1,1,0)}

yiiziin ad1 | yilizlin boyutu
Fo. i1y 2
.7:@,{2} 2
Fo,(3) 2
.7:@7{4} 2

Tablo 3.4: iii.durumdaki A, 4"iin yiizleri

Fop = konv{e; + es,e1 +e3,€1 + €4,62 + €3,69 + €4, 63 + €4}
konv{(1,1,0,0), (1,0,1,0),(1,0,0,1),(0,1,1,0), (0, 1,0, 1),

(0,0,1,1)}

Bu konveks kiime, R*te, (1,1,0,0), (1,0,1,0), (1,0,0,1), (0,1, 1,0), (0,1,0, 1),
(0,0,1,1) noktalarimin gerdigi bir 8 yiizliidiir. Yani, bu (3.21)’deki yiiz A(2,4)’in
tamamini verir.

yiiziin adi ‘ yiiziin boyutu
fwy ‘ 3

Tablo 3.5: iv.durumdaki A, 4'lin yiizleri

Yukaridaki Tablo 3.2, Tablo 3.3, Tablo 3.4 ve Tablo 3.5’ten, A(2, 4)’lin 6 kosesi,
12 kenar1 ve 8 2-yiizii vardir.(Tablo 3.6)

yliziin boyutu | yiiz sayisi
0 6
1 12
2 8

Tablo 3.6: Ay 4'lin yiiz sayilar
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Ornek 3.4. A(2,5) hipersimpleksini ele alalim.

Tamm 3.1’den, A(2,5) 2 tane koordinati 1, diger 3 tane koordinati 0 olan vek-
torlerin konveks zarfi olur. O halde, Ay 5 hipersimpleksinin kdoseleri (1, 1,0,0,0),
(1,0,1,0,0), (1,0,0,1,0), (1,0,0,0,1), (0,1,1,0,0), (0,1,0,1,0), (0,1,0,0,1),
(0,0,1,1,0), (0,0,1,0,1) ve (0,0,0,1,1)dir.

Simdi, A(2,5) hipersimpleksinin diger yiizlerinin sayilarim bulalim. Tanim
3.2'den, I,J C [5]:={1,2,3,4,5}, INJ = 0, |I| < 2 ve |J| < 3 kogullarim
saglayan I ve J kiimelerinin eleman sayilar i¢in asagidaki gibi 6 farkli durum
vardir.

11.

1il.

1v.

L] J]

N}

—_

O

AN
—_

=}

Tablo 3.7: A(2,5) i¢in I ve J kiimelerinin eleman sayilari

|I| =1 ve |J| =2 olsun. O halde, tiim (7, .J) eglesmeleri goyledir:
({13,42,3}), ({1}, {2, 4}), ({1}, {2,5}), ({1}, {3, 4}), ({1}, {3,5}),
({1}, {4,5}), ({2}, {1, 3}), ({2}, {1, 4}), ({2}, {1, 5}), ({2}, {3, 4}),
({2}, {3,5}), ({2}, {4,5}), ({3}, {1, 2}), ({3}, {1, 4}), ({3}, {1, 5}),
({3}, {2,4}), ({3}, {2,5}), ({3}, {4,5}), ({4}, {1, 2}), ({4}, {1, 3}),
( {
( (
|

~— ~— ~— —

{43{1,5}), ({4},{2,3}), ({4},{2,5}), ({4}, {3,5}), ({5}, {1, 2}),

{63, {1,3}), ({53{1,4}), ({5},{2,3}), ({5}, {2,4}), ({5}, {3,4}).

I| =1 ve|J| =1 olsun. O halde, tiim (I, J) eglesmeleri goyledir:
{1},42}), ({13, {33), ({1}, {4}), ({1}, {5}),

{2}, {1}), ({23, {3}), ({2}, {4}), ({2}, {5}),

{35 {1}), ({31, {23), ({3}, {4}), ({3}, {5}),

{4}, {1}), ({43, {2}), ({4}, {3}), ({4}, {5}),

({53 {1}), ({53, {23), ({5}, {3}), ({5}, {4}).

|I| =1 ve |J| =0 olsun. O halde, J =0 ve I C {1,2,3,4,5} oldugundan,
tiim (I, J) esglesmeleri goyledir: ({1}, 0), ({2},0), ({3}, 0), ({4},0), ({5}, 0).

|J| =2 ve |I| =0 olsun. O halde, I = 0 ve J C {1,2,3,4,5} oldugundan,
tiim (I, J) eslesmeleri soyledir: (0, {1,2}), (0, {1,3}),(0,{1,4}), (0,{1,5}),
(0,{2,3}), (0,{2,4}), (0,{2,5}), (0, {3,4}), (0, {3,5}), (0, {4,5}).

(
(
(
(

o~ o~ o~~~
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v. |J| =1 ve |I| =0 olsun. O halde, I =0 ve J C {1,2,3,4,5} oldugundan,
tiim (7, .J) eslesmeleri soyledir: (0, {1}), (0,{2}), (8, {3}), (0, {4}), (0, {5}).

vi. |J| =0 ve |[I| = 0 olsun. Buradan, I = () ve J = () olmak tizere tek bir (), 0)
ikilisi elde ederiz.

Simdi yukarida elde ettigimiz tiim (7, J) ikilileri igin,

F1.5 = konv { <Z €i> tew +o ey, {eu, .. 76%—\1\} c ({1»27-~~’;”}I—|(1UJ))}

il
tanmimindan A(2,5)’in yiizlerini bulalim.

Fiyqes = konvier +ey,e1 +es}
= konv{(170’07 170)7(170; 0707 1)}

Fiay ey = konv{e; +es,e; +es5}
= konv{(1,1,0,0),(1,0,0,1)}

Fuyes = konv{e; + e3,e; + ey}
= konv{(1,1,0,0),(1,0,1,0)}

Fuyaay = konv{er + ez, 61 +e5}
= konv{(1,1,0,0),(1,0,1,0)}

Fuayss = konv{er + ez, er +eq}
= konv{(1,1,0,0),(1,0,1,0)}

Fuayus = konv{er +ez, e +es}
= konv{(1,1,0,0),(1,0,1,0)}

Froyus = konv{es +eq ez +e5}
= konv{(0,1,1,0),(0,1,0,1)}

Froyay = konv{es + e, €2+ e5}
= konv{(1,1,0,0),(0,1,0,1)}

Foyns = konv{es +es ex+eq}
= konv{(1,1,0,0),(0,1,1,0)}

Fioysay = konv{es +ep,ex+es}
= konv{(1,1,0,0),(0,1,1,0)}

Fiay35y = konvies + e, ep + e4}
= konv{(1,1,0,0),(0,1,1,0)}

Foyas = konvies +ep,e0 + e3}
= konv{(1,1,0,0),(0,1,1,0)}
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Fiap1,2)

Fiap1,4)

Fa1.1,5)

F31{2,4)

F3}.2,5}

F3}.{4,5}

Flay,{1,2}

Fla},{1,3}

Fla},{1,5}

Fla} (2.3}

Fla} (2,5}

Fla},(3.,5}

Fi51.1,2}

F(5}1.{1,3}

Fi51.{1,4}

F5}.2.3}

Fi5}1.2.4}

konv{es + e4, €3 + €5}
konv{(0,1,1,0), (0,0,1,1)}

konv{es + eq,e3 + €5}
konv{(0,1,1,0),(0,0,1,1)}

konv{es + eq,e3 + €4}
konv{(0,1,1,0), (0,0,1,1)}

konv{es + e1,e3 + e5}
konv{(0,1,1,0),(0,0,1,1)}

kOHV{@g +e1,e3 + 64}
konv{(0,1,1,0),(0,0,1,1)}

konv{es + e1,e3 + €3}
konv{(0,1,1,0),(0,0,1,1)}

konv{ey + e3,e4 + €5}
konv{(0,1,1,0), (0,0, 1,1)}

konv{ey + €9,e4 + €5}
konv{(0,1,1,0),(0,0,1,1)}

konv{ey + 2,64 + €3}
konv{(0,1,1,0), (0,0, 1,1)}

konv{ey + €1,e4 + €5}
konv{(0,1,1,0), (0,0, 1,1)}

konv{ey + €1,e4 + €3}
konv{(0,1,1,0),(0,0,1,1)}

konv{ey + e1,e4 + €2}
konv{(0,1,1,0),(0,0,1,1)}

konv{es + e3, e5 + €4}
konv{(0,1,1,0),(0,0,1,1)}

konv{es + eq, €5 + €4}
konv{(0,1,1,0), (0,0,1,1)}

konv{es + eq, e5 + €3}
konv{(0,1,1,0), (0,0,1,1)}

konv{es + e, e5+ e}
konv{(0,1,1,0), (0,0,1,1)}

konv{es + e, e5 + e3}
konv{(0,1,1,0), (0,0,1,1)}
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konv{es + €1, e5 + €2}
konv{(0,1,1,0),(0,0,1,1)}

Fi5}1.{3.4}

yiiziin adi | yiiziin boyutu
Fi1y 2.8
Fiiy {24}
Fiiy 42,5
Fi1}.(3.4}
Fi1}3.3,5)
Fi1y (a5}
Fi2}.{1.3}
Fi2}.{1.4}
F 12415}
Fi2}.(3.4}
Fi2}3,5)
Fi2}.{4,5}
Fisy (1.2}
Fi3y{14}
F{3}.{1.5)
F i3y 42,4}
Fi3}.{2,5}
Fi3}.{4,5}
Fiay (1.2}
Fiay(1.3)
Fiay.{15)
F1ay{2,3}
F 14y {2,5)
Fla3.43,5}
Fis5y1,2)
Fi5}.{1.3}
Fi5}.{1.4}
Fi5}.(2.3)
F 5y 42,4}
F 15} 43,4}

U U R VNG ORI ORI W) | I |G (OO () W) U ORI W) U | GRATY (UNT) WY N U [ URTS) (WHG) UA UTS) UG W NI (U (WY

Tablo 3.8: i.durumdaki Ay 5’in yiizleri

Fuypy = konv{e; +e3, e+ eq, 61 +es}
= konv{(1,0,1,0,0),(1,0,0,1,0),(1,0,0,0,1)}

Fuyqsy = konv{e; +eg,e1 +eq,e1 + €5}
— konv{(1,0,1,0,0),(1,0,0,1,0),(1,0,0,0,1)}

Fuypy = konv{e; + ez, e +es,e1 +es}
= konv{(1,1,0,0,0),(1,0,1,0,0),(1,0,0,0,1)}

Fuygsy = konv{er +eg,e1 +e3,e1 4 eq}
= konv{(1,1,0,0,0),(1,0,1,0,0),(1,0,0,1,0)}

35



Flop (1)

Fi21.43}

Flo}.{4}

Fi21.45}

Fiap1y

Fia1{2)

Fia}.{4}

Fia1.{5)

Flap {1y

Flay {2}

Flay 3}

Flay {5}

Fis1{1)

Fi51.42)

Fi51.43)

Fi51.44)

kOHV{@Q +é€3,62 +€4,62 + 65}
konv{(0,1,1,0,0),(0,1,0,1,0),(0,1,0,0,1)}

kOHV{@Q +e1,e9 +eq,60 + 65}
konv{(1,1,0,0,0),(0,1,0,1,0),(0,1,0,0,1)}

konv{es + €1, €3 + €3, €2 + €5}
konv{(1,1,0,0,0),(0,1,1,0,0),(0,1,0,0,1)}

konv{es + €1, €3 + €3, €9 + €4}
konv{(1,1,0,0,0),(0,1,1,0,0),(0,1,0,1,0)}

kOHV{@g + €2,e3 +e€4,€3 + 65}
konv{(0, 1,1,0,0),(0,0,1,1,0),(0,0,1,0,1)}

kOHV{eg +e1,e3+eq,63+ 65}
konv{(1,0,1,0,0),(0,0,1,1,0),(0,0,1,0,1)}

kOHV{eg +e1,e3 + €2, €3 + 65}
konv{(1,0,1,0,0),(0,1,1,0,0),(0,0,1,0,1)}

konv{es + €1, e3 + €2, €5 + €4}
konv{(l, 0,1,0, O), (0, 1,1,0, 0), (0, 0,1,1, 0)}

konv{ey + 2,64 + €3,€4 + €5}
konv{(0, 1,0, 1,0), (0,0,1,1,0),(0,0,0,1,1)}

konv{ey + €1,e4 + €3,€4 + €5}
konv{(1,0,0,1,0),(0,0,1,1,0),(0,0,0,1,1)}

konv{ey + €1,e4 + €2,€4 + €5}
konv{(1,0,0,1,0),(0,1,0,1,0),(0,0,0,1,1)}

konv{ey + €1, €4+ €2,€4 + €3}
konv{(1,0,0,1,0),(0,1,0,1,0),(0,0,1,1,0)}

kOIlV{65 + €9, €5 + €3, €5 + 64}
konv{(0,1,0,0,1),(0,0,1,0,1),(0,0,0,1,1)}

konv{es + e1,e5 + e3,e5 + €4}
konv{(1,0,0,0,1), (0,0,1,0,1), (0,0,0,1,1)}

konv{es + e1, e5 + €2, e5 + €4}
konv{(1,0,0,0,1), (0,1,0,0,1), (0,0,0,1,1)}

konv{es + e, e5 + €2, e5 + €3}
konv{(1,0,0,0,1), (0,1,0,0,1), (0,0,1,0,1)}
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Fi210

Fiar

Fiap0

Fi51.0

yiiziin ad1 | yilizlin boyutu
Fiy42)
Fi1y43)
Fluya)
Fluy5)
Flay(1
Fi2}.43)
Fl2y.(4)
Fi2y{5)
Fispn
Fi3342)
Fis}4)
Fi3}.05}
Flan
Flay(2)
Fia343)
Flay.45)
Fis3(1)
Fi5}.42)
Fi5}.(3)
Fis},(4)

RN N NN NN NN NN NN

Tablo 3.9: ii.durumdaki A, 5’in yiizleri

konv{e; + e9,e1 + e3,e1 + 4,61 + €5}
konv{(l, 1,0,0, O)7 (1, 0,1,0, 0), (1, 0,0,1, 0), (1, 0,0,0, 1)}

konv{e; + €1, €2 + e3,e2 + €4}
konv{(1,1,0,0,0),(0,1,1,0,0),(0,1,0,1,0),(0,1,0,1,0) }

konv{es + €1, e3 + ez, €3 + €4, €3 + €5}
konv{(1,0,1,0,0),(0,1,1,0,0),(0,0,1,1,0),(0,0,1,0,1)}

konv{ey + 1,64+ €2,€4 + €3,64 + €5}
konv{(1,0,0,1,0), (0,1,0,1,0),(0,0,1,1,0),(0,0,0,1,1)}

konv{es + e1, e5 + €2, €5 + €3, €5 + €4}
konv{(l, 0,0,0, 1), (O, 1,0,0, 1), (0, 0,1,0, 1), (0, 0,0,1, 1)}
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~7:(Z),{1,2}

~7:(Z),{1,3}

~7:(Z),{1,4}

]:@,{175}

~7:(Zi,{273}

f@,{2,4}

f@,{2,5}

f@,{3,4}

Fo,13,51

-7:(2),{4,5}

yiiziin adi | yliziin boyutu
Fiiy0 3
Fi2y.0 3
Fi3y0 3
Flayo 3
Fi51,0 3

Tablo 3.10: iii.durumdaki Ay 5’in ytizleri

konv{es + ey, e3 + e5,e4 + €5}
konv{(0,0,1,1,0), (0,0,1,0,1), (0,0,0,1,1)}

konv{es + €4, €3 + e5,€4 + €5}
konv{(O, 1,0,1, O), (0, 1,0,0, 1), (0, 0,0,1, 1)}

konv{es + e3, e + €5, €3 + €5}
konv{(0,1,1,0,0),(0,1,0,0,1),(0,0,1,0,1)}

konv{es + e3, e + ey, €3 + €4}
konv{(O, 1,1,0, O), (0, 1,0,1, 0), (0, 0,1,1, 0)}

konv{e; + e4,e1 + e5,e4 + €5}
konv{(1,0,0, 1,0), (1,0,0,0,1),(0,0,0,1,1)}

konv{e; + e3,e; + e5,e3 + €5}
konv{(l, 0,1,0, 0), (1, 0,0,0, 1), (0, 0,1,0, 1)}

konv{e; + e3, e1 + ey, €3 + €4}
konv{(1,0,1,0,0),(1,0,0,1,0),(0,0,1,1,0)}

konv{e; + ez, e + e5, €2 + €5}
konv{(1,1,0,0,0),(1,0,0,0,1),(0,1,0,0,1)}

konv{e; + ez, €1 + ey, €2 + €4}
konv{(1,1,0,0,0),(1,0,0,1,0),(0,1,0,1,0)}

konv{e; + e, €1 + e3, €2 + €3}
konv{(1,1,0,0,0),(1,0,1,0,0),(0,1,1,0,0)}

38



Fo,41)

Fo,{2}

Fo,43)

Fo,{4}

Fo,45)

yiiziin ad1 | yilizlin boyutu
-7:(2),{1,2}
F@,{m}
Fo (1,43
Fo.(1,5)
-7:(2),{2,3}
Fo. (2.4}
Fo.(2,5)
-7:(2),{3,4}
Fo{3.5)
Fo,(4,5)

DN NN DN NN DN

Tablo 3.11: iv.durumdaki A, 5’in yiizleri

konv{es + €3, €5 + €4, €9 + €5, €3 + €4, €3 + €5,64 + €5}
konv{(0,1,1,0,0), (0,1,0,1,0), (0,1,0,0, 1), (0,0, 1,1,0),
(0,0,1,0,1),(0,0,0,1,1)}

konv{e; + e3,e1 + €4, €1 + €5,63 + €4, €3 + €5,64 + €5}
konv{(1,0,1,0,0),(1,0,0,1,0), (1,0,0,0,1), (0,0,1,1,0),
(0,0,1,0,1),(0,0,0,1,1)}

konv{e; + e, e1 + €4, €1 + €5,63 + €4, €9+ €5,64 + €5}
konv{(1,1,0,0,0),(1,0,0,1,0), (1,0,0,0,1), (0, 1,0,1,0),
(0,1,0,0,1),(0,0,0,1,1)}

konv{e; + eg,e1 4 e3,e1 +e5,2 +e3,6p +€5,€3 + €5}
konv{(1,1,0,0,0),(1,0,1,0,0), (1,0,0,0,1),(0,1,1,0,0),
(07 17 07 07 ]')7 (07 07 17 07 1)}

konv{e; + €9, €1 + 3,61 + €4, €9 + €3, €9 + €4, 3 + €4}
konv{(1,1,0,0,0), (1,0,1,0,0), (1,0,0,1,0), (0,1,1,0,0),
(O, 1,0,1, O), (O, 0,1,1, O)}

yiiziin ad1 | yiiziin boyutu
Fo. i1y 3
Fo 12y 3
Fo (3} 3
Fo 14y 3
.FQ)7{5} 3

Tablo 3.12: v.durumdaki A, 5’in yiizleri
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.F(]),@ = kOHV{el+€2,61+€3,61+€4,61+€5,€2—|—63,€2+€4,62+€5,€3+64,
es+e5, 64+ €5}
= konv{(1,1,0,0,0),(1,0,1,0,0),(1,0,0,1,0),(1,0,0,0,1), (0, 1,1,0,0),
(0,1,0,1,0), (0,1,0,0,1), (0,0,1,1,0), (0,0,1,0,1), (0,0,0, 1, 1)}

yiiziin adi ‘ yiiziin boyutu

Fo.0 ‘ 4

Tablo 3.13: vi.durumdaki A, 5’in yiizleri

Yukaridaki Tablo 3.8, Tablo 3.9, Tablo 3.10, Tablo 3.11, Tablo 3.12 ve Tablo
3.13’ten, A(2,5)’in 10 kosesi, 30 kenar, 30 2-yiizii ve 10 3-yiizii vardir.(Tablo
3.14)

yiiziin boyutu | yiiz sayisi
0 10
1 30
2 30
3 10

Tablo 3.14: A, 5’in yiiz sayilar

Yukarida buldugumuz hipersimplekslerin yiizlerinin sayilarindan, dual hiper-
simplekslerin yiizlerinin sayilarin elde edecegimiz i¢in bu sayilar énemlidir. Ay-
rica hipersimplekslerin yiizlerinin sayilarimi SageMath [10] kullanarak agagidaki
sekilde, hipersimpleksleri kogeleri ile tanimlayarak, hesaplayabiliriz.

A(2,4)lin yiiz sayilarimi bulmak igin, ilk olarak SageMath [10]’da A(2, d)’yi
asagidaki kodlarla tanimlariz:

def hypersimplex(k,d):

V=[[1if j in i else O for j in range(d) ] for i in
Subsets(list(range(d)),2)]

"print V" kodu ile A(2,4)’lin kogelerini elde edecegiz.

"return Polyhedron(vertices=V)" kodu, bir sonraki kodda hipersimpleksi
"hypersimplex(2,4)" olarak belirtmemizle, A(2,4)lin koselerini; bu kogelerin
gerdigi ¢okyiizliiye doniistiirecektir.

"hypersimplex(2,4) .f_vector()" kodu ile de A(2,4)%in f-vektoriinii yani
yiizlerinin sayilarini buluruz.
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Sonug:

A(2,4) in kogelers: [[1, 1, 0, 0], [t, O, 1, O], [1, O, O, 11,
(o, 1, 1, ol, (o, 1, 0, 11, [0, O, 1, 1]]
A(2,4) in yuz sayilar: (6, 12, 8)

A(3,5)’in yiiz sayilar1 benzer gekilde bulunur. Kisaca yazalim:

def hypersimplex(k,d):

V=[[14if j in i else O for j in range(d) ] for i in
Subsets(list(range(d)),3)]

print V

return Polyhedron(vertices=V)

hypersimplex(3,5) .f_vector()

Sonug:

A(3,5) %in kogeleri: [[1, 1, 1, 0, 0], [1, 1, O, 1, O],
(+, ¢, o, o, 11, [t, 0, 1, 1, O], [t, O, 1, O, 11, [1, O, O, 1, 1],
[O’ 1, 1, 1, O]’ [O, 1, 1, O, 1], [O’ 1’ O 1! 1], [O, O, 1, 1, 1]]
A(3,5) %in yiiz saydary: (10 30 30 10)

b

Bu sayilar1 Polymake [8] ile de su sekilde hesaplayabiliriz:

A(2,4)tin yiiz sayilar::

$h_24 = hypersimplex(2,4,group=>1);
print $h_24->F_VECTOR;

6128

A(3,5)’in yiiz sayilar::

$h_35 = hypersimplex(3,5,group=>1);

print $h_35->F_VECTOR;

10 30 30 10

Tim A(k,n)’lerin yiiz sayilarin hesaplamak igin ise genel form su sekilde-
dir:

$h = hypersimplex(k,n,group=>1);

print $h->F_VECTOR;
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Bazi1 A(k,n)’lerin yiizlerinin sayilarii bir tabloda gosterelim.(Tablo 3.15)

yiiz sayilari(f vektori)

6128

10 30 30 10

15 60 80 45 12

20 90 120 60 12

21 105 175 140 63 14

35 210 350 245 84 14

28 168 336 350 224 84 16

06 420 840 770 392 112 16

70 560 1120 980 448 112 16

36 252 588 756 630 336 108 18

84 756 1764 2016 1386 588 144 18

126 1260 2940 3150 1890 672 144 18

45 360 960 1470 1512 1050 480 135 20
120 1260 3360 4620 4032 2310 840 180 20
210 2520 6720 8610 6552 3150 960 180 20
252 3150 8400 10500 7560 3360 960 180 20

NoliNoRiNelNo'Jlieslie ol IENEEN{ Norer] ] BTN s

O W N W NI WK WNW NN N &

— = = =
OO OO

Tablo 3.15: A(k,n) nin yiiz sayilari

Bir hipersimpleksin torik h-vektorii, bu hipersimpleksin yiiz latisi ile ilgili
oldugundan, simdi yiiz latisini ele alacagiz. Ilk olarak, yiiz latisi tanimlamak icin
gerekli olan poset ve latis tanimlarini yapacagiz. Ve bir sonraki boliimde Eulerian
poset taniminda ihtiya¢ duyacagimiz derecelendirilmis poseti tanimlayacagiz. Bu
tamimlar i¢in [9], §1'i takip edecegiz.

Tanim 3.5 (Poset). Yansima, antisimetri ve gegisme 6zelliklerini saglayan bir
kiimeye kismi siraly kiime veya poset denir. Ve P ile gosterilir.

P bir poset olmak iizere, P’den alinan birbirinden farkl herhangi iki eleman,
poset tizerindeki kismi siralamaya(<) gore kargilagtirilabiliyorsa bu posete zincir
denir. b € P elemani i¢in, b < a olacak sekilde bir a € P bulunmuyorsa b’ye
P’nin maksimal elemant; a € P elemani icin, a < b olacak sekilde bir b € P
bulunmuyorsa a’ya P'nin minimal elemana denir.

Simdi, derecelendirilmis poseti tanimlayalim.

Tanim 3.6 (Derecelendirilmis Poset). P bir bir poset olsun. a,b € P alalim.
i. a<bise f(a) < f(b) ve

ii. a < b ve a, b elemanlar1 arasinda a ve b’den farkl bir eleman yok ise
f(b) = f(a) +1
kosullarimi saglayan bir f : P — Z rank fonksiyonu varsa P posetine derecelen-
dirilmis poset denir. Bir derecelendirilmis posetin ranki, herhangi bir maksimal
zincirdeki elemanlarin sayisinin 1 eksigidir.
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Bir hipersimpleksin yiiz latisini tanimlamadan Once, latisin genel tanimini
yapalim.

Tanim 3.7 (Latis). Bir P posetinin bog kiimeden farkl biitiin alt kiimeleri, en
az bir iist sinira ve en biiyiik alt sinira sahipse P posetine latis denir.

Biz hipersimplekslerin yiizleri arasindaki igerme iligkisi altinda kismi siral
kiimelerle ilgilenecegiz. A(k,n) bir hipersimpleks olmak tizere, A(k,n)nin yiiz
poseti P(A(k,n)) ile gosterilir. Latis tanimindan, yani P(A(k,n)) posetinin bog
kiimeden farkl biitiin alt kiimeleri en az bir iist sinira ve en biiyiik alt sinira sahip
oldugundan, P(A(k,n)) poseti bir latistir.

Tanim 3.8 (Yiiz Latisi). A(k,n) bir hipersimpleks olmak iizere, bu hiper-
simpleksin yiizleri arasindaki icerme iligkisi altinda kismi sirali bir kiime olan
P(A(k,n)) latisine A(k, n) hipersimpleksinin ytiz latisi denir.

Simdi, hipersimplekslerin yiiz latisleri 6érneklerinden énce, geometrik olarak
daha anlagilir bir politopun yiiz latisini bulalim.

Ornek 3.9. Konveks bir politop olan oktahedronu ele alalim.

Q, koseleri (1,0,0), (—1,0,0), (0,1,0), (0,—1,0), (0,0,1) ve (0,0,—1) olan bir
oktahedron olsun. @nun kogelerini isimlendirelim. a = (1,0,0), b = (0,0,1),
c¢=(0,1,0),d = (0,—1,0), e = (0,0,—1) ve f =(—1,0,0) olsun.(Sekil 3.1)

C

d
Sekil 3.1: Oktahedron

Oktahedronun kenarlarini ve 2-yiizlerini de kogelerine gore isimlendirelim. Or-
negin, a ve b kogelerinin arasinda kalan kenar ab; ab, ac ve bc kenarlarinin arasinda

kalan egkenar tiggen abc olsun. Buna gore oktahedronu olusturan tiim yiizler ara-
sinda Jekil 3.2’deki gibi bir iligki vardir.
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Sekil 3.2: Oktahedronun yiiz diyagrami

0

Sekil 3.2’den, oktahedronun yiiz latisi Sekil 3.3’teki gibi olur.

Sekil 3.3: Oktahedronun yiiz latisi

3.2. Hipersimpleksin Torik H-Vektorleri

Bir hipersimpleksin torik h-vektorii, torik h-polinomu ve torik g-polinomlarinin
katsayilari ile ilgilidir. Bu polinomlar: tanimlamadan 6nce i¢in ihtiya¢ duyacagi-
miz Eulerian poseti tanmimlayalim. Hipersimpleksin torik h-vektorleri igin, [2]’yi,
[4]'11, [5]'1 ve [16]’y1 takip edecegiz.

Tanmim 3.10 ([16], 9.sayfa, Eulerian Poset). Sonlu bir derecelendirilmis po-
setin her agikar olmayan araligi tek ve ¢ift rankli aym sayida elemana sahipse bu
posete Fulerian poset denir. Ve L ile gosterilir.

L’nin en kiiciik eleman 0, en biiyiik elemam ise 1'dir.

p € Licin, [0,p] = {qg € L : q < p} olmak iizere, rank[0, p| =rank(p)’dir.

Torik h-polinomu ve torik g-polinomunu, [2]’deki gibi tanimlayacagiz. Ayrica,
bu tanmmlar, [4]'te 190.sayfada ve [5]te 355.sayfada bulunabilir. Biz [4] ve 5] teki
tanimlardan farkl olarak [2]’deki gibi f-polinomu yerine h-polinomu notasyonunu
kullandik.
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Tanim 3.11 ([2], 2.sayfa, Torik h-polinomu ve Torik g-polinomu). L bir
Eulerian poset olsun. h(L,x) ve g(L,z) polinomlar1 L iizerinde tiimevarimsal
olarak;

1.
h(D,z) = g(0,2) =1
2. rank(L) > 0 icin,

r

h(L,x) = Z g([f),p],x)(x _ 1)mnki—mnk(p)_1

peL—{i}

3. rank(L) > 0 i¢in, d = rank(L) — 1 ve m = |d/2| olmak iizere, h(L,x) =
ho + hiz' + ... + hgz? polinomun katsayilari ile elde edilen

g(L,a:) = ho + (hl — ho)x + (hg — h1)$2 + ...+ (hm — hm_l).ilﬁm
seklinde tanmimlanir. Burada h(L,x) polinomuna L'nin torik h-polinomu,
g(L, z) polinomuna ise L'nin torik g-polinomu denir.

Bir hipersimpleksin torik h-vektoriinii bulmak ic¢in oncelikle yiiz latisini bul-
mamiz gerekeceginden bir Eulerian posetin torik h-vektoriinii hesaplamak cok
daha kolay olacaktir. Bu nedenle ilk olarak Eulerian posetlerin torik h-vektorleri
ilgilenecegiz.

Tanim 3.12 ([4], 189.sayfa, Eulerian Posetin Torik H-vektorii). L bir
Eulerian poset olsun. L'nin torik h-vektorii, Tanim 3.11’de tanimlanan h(L,z) =
ho+hixt+. . .+hgx? torik h-polinomunun katsayilarinin dizisi olan (hg, b1, . . ., hy)
vektoriidiir.

Simdi [5], 356.sayfadaki 3.16.7 Orneginin benzeri olan bir Eulerian posetin
torik h-vektoriinii bulalim.

Ornek 3.13. L, Sekil 3.4’teki gibi bir Eulerian poset olsun.

Sekil 3.4: Eulerian poset
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Py, Pi, Py, Py ve P, posetleri, L'nin alt posetleri olsun. (Sekil 3.5)

RS

Sekil 3.5: Eulerian posetin alt posetleri

Sekil 3.5'ten goriildiigli gibi L’nin alt posetlerinin hepsi latis degildir. Daha
sonra, hipersimplekslerin alt posetleri anlamina gelen yiiz posetlerinin her birinin
latis oldugunu gérecegiz.

Tanim 3.11°den, L posetinin torik h-polinomu asagidaki gibidir:

h(L, I’) = Z X g([(),pL l’) (I' _ 1)Tanki—7“ank(p)—1
peL—{1}
= g(Py,x)(x — 1)*1 4+ 3g(Py, z)(z — 1)* 171 + 4g(Py, z) (x — 1)+7271
+9(Py, @) (z — 1) + 2g(Py, x) (x — 1) 371

h(L,z) polinomun katsayilarim bulmak igin, g(FPy,x), g(P,x), g(Ps,x) ve
g(Ps, x) polinomlarim hesaplayalim.

h(Po,x) = g(Py,x) =1 (3.1)
h(Pl, ZL’) = Z ) g([()’p]’ ZL') (l’ _ 1)Tankif7'ank(p)71
peP;—{1}

= g(Po,2)(x — 1) =1=hy

g(P,x) = ho =1 (3.2)
h(P2’ LE‘) — Z g([67p]’ I‘) (13 . 1)ranki—rank(p)—1
pePy—{1}
= g(Po,ZE)(l' - 1)27071 + 29(P17$)(l‘ - 1)27171
= r+1
= hll’ + h[)
9(Pr,x) = ho =1 (3.3)
h(P3’ .T) — Z g([o,p],x) (1; o 1)7”anki—rank(p)—1
peP;—{1}

= g(Po,ZL')(I - 1)37071 + 2g(P1,ZE)(l' - 1)37171—'—
29(Py, x)(x — 1)°7271

= 22 +1

= h2$2 + hl.CC + ho
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g(Ps,z) =ho+ (hy —hg)r=1—=z (3.4)

h(P4, x) _ Z A g([(),p], x)(x _ 1)mnki—mnk(p)—1
peP3—{1}
- g(Po,ZL’)(l' - 1)37071 + 3g(P17ZE)(ZE - 1)37171—}_
39(Py,x)(x — 1)}
= 2?+2x+1
= h2$2 + hll' + ho

g(Py,x) = ho+ (hy — ho)x =1 (3.5)

(3.1),(3.2), (3:3), (3.4) ve (35)'ten g(Py, ) = g(Po,2) = g(Ps, ) =
g(Py,z) = 1 ve g(Ps,z) = 1 — 2 olur. Simdi, h(L,z) polinomun katsayilarin
bulabiliriz.

hL,z) = 3 g([0,p],z)(z — 1)*-renk@®)-
peL—{1}
= g(P(),ZL')(l' - 1)471 + 3g(P1,ZE)(Z' a 1)47171 + 4g(P27ZE)(ZE - 1)47271
+g(P3,x)(x — 1)437 + 29(Py, z)(z — 1)47371
= 341
= h3£L’3 + h2$2 + hliL' + ho

Dolayisiyla, h(L,z) polinomunun katsayilarinin dizisi (hg, hq, he, hy) =
(1,0,0,1)’dir. Tanim 3.12’den, L’nin torik h-vektorii (1,0, 0, 1)olur.

Politopun torik h-vektoriinii, benzer tanimlara sahip olan [5]'in 356.sayfasin-
daki ve [2]'nin 2.sayfasindaki gibi tanimlayacagz.

Tanim 3.14 (Politopun Torik H-vektorii). P bir politop olsun. Ve L latisi,
P politopun yiiz poseti olsun. P politopun yiiz poseti Eulerian posettir [[16],
9.sayfal.

P politopunun torik h-vektorii, P politopun yiiz latisi olan L latisinin torik
h-vektoridiir. Yani, d = rank(P)—1 olmak iizere, P politopunun torik h-vektori,
Tanmim 3.11°de tanimlanan h(L,x) = hg + hyax! + ... + hgx? torik h-polinomunun
katsayilarinin dizisi olan (hg, hy, ..., hq) vektoridiir. (ho, hq,. .., hq) vektord, si-
metrik bir vektordiir. Yani, her 0 < i < d ig¢in, h; = hy_;’dir. Ve (hg, hq,. .., hq)
vektorii unimodal bir vektordiir. Yani, 1 = hg < h; < ... < hL%J "dir.

Tamim 3.15 ([18], 205.sayfa, Politopun H-vektorii). P bir politop olsun.
Ve F, P politopunun bir yiizii olsun. L, P politopunun yiiz latisi olmak iizere,
P politopunun h-vektorii, Tanim 3.11°de tanimlanan h(L, x) torik h-polinomuna
esit olan

Z (z — 1) 4mE — poad + g™+ hy

FCP

polinomunun katsayilarimin dizisi; (hg, 1, . . ., hg) vektori olarak tanimlanir.

Politopun h-vektorii ve torik h-vektorii tanimlarindaki h(L, z) torik h-polino-
munun katsayilar1 olan hg, ... ,hg sayllarimin siralaniglari ile goriiyoruz ki; torik
h-vektorii, h-vektoriiniin tersten yazilmig halidir.
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Simdi, A(2,4), A(2,5), A(2,6) ve A(3,6) hipersimplekslerinin torik h-vektor-
lerini hesaplayalim.

Ornek 3.16 (A,,’iin torik h-vektdrii). Tanim 3.14’ten, A(2,4)%in torik h-
vektorit A(2,4)%in yiiz latisi olan P(As4) latisinin torik h-vektoriidiir. (Sekil 3.6)

Sekll 3.6: P(AQA)

Py, Pi, P5 ve Py latisleri P(A,4)’iin alt latisleri olsun.(Sekil 3.7)

s

Sekil 3.7: P(Ay4)’tin alt latisleri

Tanim 3.11°den, P(Ajy4) latisinin torik h-polinomu agagidaki gibidir:

h(P(AQA), JJ) = Z g(m’p]’ JI) (I _ 1)ranki—rank(p)—1
pEP(Ag 4)—{1}
= g(Py,x)(x — DO 4 6g(Py, x)(x — 1)+
+12¢9(Py, x)(z — 1)4—2—1 +8¢(P, ) (x — 1)4—3_1

h(P(As4),x) polinomun katsayilarimi bulmak icin, g(Fy, x), g(P1, ), g(Ps, )
ve g(Ps3,x) polinomlarim hesaplayalim.

Wby, z) = g(F,z) =1 (3.6)

h(Piz) = 3 g([0,p],)(x — 1)t -renhe)!
peP—{1}
= g(Pyz)(z -1 =1=hg

g(Pr,z) =he =1 (3.7)
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WPyz) = > g([0,p],z)(x — 1)?>rank®)=1

pEPQ—{i}
= g(Po,z)(x — 1) +29(Py, 2)(x — 1)*71
= z+1
= hlflf + ho
g(Po,z) = hg =1 (3.8)
h(Pyz) = 3 g((0,p],2)(x — 1)Prenk)=
peP3—{1}

= g(Po,x)(x — 1> 4+ 3g(Pr,2)(x — 1)>7 171+
3g(Py, x)(x — 1)1

= 22+z+1

= hQQfQ + hlfﬁ + ho

g(Pg, LL') = ho + (hl — ho)ﬂ? =1 (39)

(3.6), (3.7), (3.8) ve (3.9)'dan g(Py,x) = g(P1,x) = g(P,x) = g(Ps,z) = 1
olur. Simdi, h(P(Az4),x) polinomun katsayilarini bulabiliriz.

h(P(A2,4)7:U) = Z A g([(),p],]?)(l‘ - 1)4—rank(p)—1
peEP (A2 4)—{1}
= g(PO,ZL')(Z‘ - 1)47071 + 6g(P17x)(I - 1)47171
+12g(Py, x)(z — 1)47271 + 8¢g(Ps, x) (2 — 1)*7371
= (z—13+6(x—1)*+12(x—1)+38
= 3 4+322+3x+1
= hgl’g + hgl’g + hlx + h()

Dolayisiyla, h(P(As4),x) polinomunun katsayilarmin dizisi (hg, hy, he, hs) =
(1,3,3,1)’dir. Bu dizi simetrik ve unimodaldir. Tanim 3.14’ten, A(2,4)’iin torik
h-vektori (1,3,3,1) olur.

Ornek 3.17 (A,5’in torik h-vektorii). Tanim 3.14'ten, A(2,5)’in torik h-
vektorit P(Aq5) latisinin torik h-vektoriidir. P(Aq5) latisi, P(Aq4) latisine ben-
zer sekilde bulunabilir. Biz sadece P(Ag5)’in alt latislerini gosterecegiz. Ag5’in 0
boyutlu, 1 boyutlu, 2 boyutlu ve 3 boyutlu ytizlerinin yiiz latisleri Ay 4 6rneginde
hesapladigimiz gibi sirasiyla, Sekil 3.8’deki Fy, P, P, ve Ps’tiir.

Ay 5’in en yiiksek boyutlu yiizli 3-ylizdiir. 3-yiiziin 4 kosesi, (3) tane kenari
ve (g) tane 2-yiizii vardir. O halde, Ay 5’in 3 boyutlu herhangi bir yiiziiniin yiiz
latisi Sekil 3.8’deki Py’tiir. Sonug olarak, P(As 5)’in alt latisleri, Sekil 3.8’deki gibi
ranki 4’e kadar olan yiiz latisleridir.
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Sekil 3.8: P(Ay5)’in alt latisleri

Ornek 3.16’dan, ayn1 Py, P,, P, ve P latisleri icin,

9(Po,x) = g(Py,x) = g(P,x) = g(Ps,z) = 1

bulduk. Simdi, Sekil 3.8’deki P latisi i¢in, g(FPy, z) polinomunu bulalim.

h(P4, x) _ Z g<[0’p]’ a:)(x _ 1)mnki—rank(p)—1
p€P4—{i}
= g(Py,z)(x — 1) 07t +49(P, z)(z — 1)+17E
+6g(Py, 1) (x — 1)47271 + 4g(Ps, x)(x — 1)*737L
= 224+224+z+1
= hgiL's + h2$2 + h1$ SF ho

g(P4,.CE) = ho + (hl - ho)l’ =1
Tamm 3.11’den, P(Ay5) latisinin torik h-polinomu agagidaki gibidir:

hP(Ags),x) = > g([0,p], ) (z — 1)renki-rank()-1
pEP(Ag5)—{1}
= g(Py,z)(x — 1)t +10g(Py, x)(x — 1)> 11
+30g( P2, x)(z — 1)°~*71 + 30g(Ps, ) (x — 1)°371
+10g(Py, z)(x — 1)>~41
= 24623+ 622 —4x+1
= h4£13'4 + hgl’S + hgﬂ?Q + hlill' + ho

Dolayisiyla, h(P(Ay5), ) polinomunun katsayilarim dizisi (ho, ki, ha, hs, ha)
= (1,—4,6,6,1)’dir. Tanim 3.14’ten, hg = hy, hy = hg ve hy < hy olmahdir. O
halde, hy = hg = 6 olur. Sonug olarak, A(2,5)’in torik h-vektorii (1, 6,6, 6, 1) dir.

Ornek 3.18 (Ay’nin torik h-vektdrii). Tanim 3.14’ten, A(2,6)nim torik h-
vektorii P(Agg) latisinin torik h-vektoriidiir. Asg'nin en yiiksek boyutlu yiizi
4-yiizdiir. 4-ytiziin 5 kosgesi, (g) tane kenari, (g) tane 2-yiizii, (i) tane 3-yiizii
vardir. Bu yiiziin latisine P5 diyelim.
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Ornek 3.17den, P(Agg)nn aym1 Py, Py, Ps, Py ve Py latisleri igin,
9<P07I> = g(Pl,Jf) = g(PQ,LU) = g(Pg,fL’) = g(P4,.T) =1
bulduk. Simdi, Ps latisi i¢in, g(Ps, z) polinomunu bulalim.

hPs,z) = X g((0,p],x)(x — 1)*renk@=
pePs—{1}
= g(Py,z)(x —1)° 9"t +59(P, z)(x — 1)57 171
+10g( Py, z)(x — 1)°271 4+ 10g( P, o) (z — 1)°37!
+5g(Py, x)(z — 1)57471
= 2423 +224+0+1
= h4l‘4 + h3(L’3 + h2$2 —I— hll‘ + ho

g(P5, £L‘) = ho + (hl - ho).ﬁlﬁ + (hg - hl)l’2 =1
Tanim 3.11’den, P(Ay ) latisinin torik h-polinomu asagidaki gibidir:

h(P(Agg),z) = > g([0, p], z)(z — 1)ranki-rank(e)-1

pEP(Ang)—{i}

= g(Py,z)(x —1)5797t + 159(P, z)(x — 1)57171
+60g(Py, x)(z — 1)67271 + 80g(Ps, z)(z — 1)7371
+45g(Py, x)(z — 1)1 + 12¢(Ps, z) (2 — 1)1

= (z—1°+15(x — 1)* + 60(z — 1)* + 80(z — 1)® + 45(x — 1)
+12

— 2541020 + 102 — 202 + 102 + 1

= h5l’5 + h4$4 + h3$3 + h2$2 + hll’ + hO

Dolayisiyla, h(P(Agg), z) polinomunun katsayilarimimn dizisi
(ho, hl, hg, h3, h4, ]’L5) = (1, ].0, —20, ].0, 10, 1)’d11‘ Tanim 3.14”6611, ho = h5,
hy = hyg, ho = hg ve hg < hy < hy olmalidir. O halde, hy = hg = 10 olur. Sonug
olarak, A(2,6) mn torik h-vektori (1,10, 10, 10, 10, 1)’dir.

Ornek 3.19 (Asg’nin torik h-vektdrii). Tanim 3.14’ten, A(2,6)nm torik h-
vektorii P(Asg) latisinin torik h-vektortdiir. Ornek 3.18’den, P(Aq¢) min ayn
P(), Pl, PQ, P3, P4 ve P5 alt latisleri igin,

9(Po,x) = g(P,x) = g(P,x) = g(Ps,x) = g(Py,x) = g(Ps,z) = 1

bulduk. O halde, Tamim 3.11’den, P(Ay4) latisinin torik h-polinomu agagidaki
gibidir:

hMP(Ase),z) = > g([0,p],x)(x — 1)renkizrenk@)=1

peEP(Az,6)—{1}

(P 0)(a— 100 1 20g(Py ) (e — 1)1
L009( Py, ) — 1)1+ 120g( Py, ) (x — 1)1
+60g( Py, x)(z — 1)1 + 12¢(P5, ) (x — 1)07571

= (z—1)°+20(z — 1)* 4+ 90(z — 1)* + 120(z — 1)?
60(z — 1) + 12

= 2° + 152 + 2023 — 402% + 15z + 1

= h4£L‘4 + h'g,l’g + h2$2 + hl.’E + ho
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Dolayisiyla, h(P(Asg), ) polinomunun katsayilarimim dizisi
(ho, h1, ha, hs, hy, hs) = (1,15, —40,20, 15, 1)’dir. Tamm 3.14’ten,
ho = hs, h1 = hy, ha = hz ve hg < hy < hy olmahidir. O halde,
hy = hsg = 20 olur. Sonug olarak, A(3,6)’in torik h-vektori
(1,15,20, 20, 15, 1)'dir.

Yukarida buldugumuz A(k,n) hipersimplekslerinin torik h-vektorlerini
Polymake [8] kullanarak agagidaki kodlarla da hesaplayabiliriz:

A(2,4)lin torik h-vektorii:

$h_24 = hypersimplex(2,4,group=>1);
print $h_24->H_VECTOR;

1331

A(2,4)’lin torik h-vektorii:

$h_25 = hypersimplex(2,5,group=>1);
print $h_25->H_VECTOR;

16661

$h_26 = hypersimplex(2,6,group=>1);
print $h_26->H_VECTOR;
1101010101

$h_36 = hypersimplex(3,6,group=>1);
print $h_36->H_VECTOR;
1152020151

Benzer sekilde, A(k,n)nin torik h-vektoriinii agsagidaki kodlarla bulabiliriz:

$h = hypersimplex(k,n,group=>1);
print $h->H_VECTOR;
A(k,n)'nin torik h-vektorlerini tabloda gosterelim.(Tablo 3.16)
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torik h-vektori

1331

16661

1101010101

1152020151

115151515151

129 50 50 50 29 1

12121212121211

149 105 105 105 105 49 1

163161 175 175 161 63 1
12828 28 28 28 28 28 1

176 196 196 196 196 196 76 1

1 118 406 490 490 490 406 118 1

1 36 36 36 36 36 36 36 36 1

1111 336 336 336 336 336 336 111 1
1201 876 1176 1176 1176 1176 876 201 1
1243 1170 1722 1764 1764 1722 1170 243 1

O O O 00 O IO ORI
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Tablo 3.16: A(k,n)nin Torik h-vektorii

3.3. Dual Hipersimpleks

Tanim 3.20 (dual hipersimpleks). Bir dual hipersimpleks, hipersimpleksin
herhangi bir r-yiiziiniin sayis1 kadar (n-r-2)-yiizden olugan bir politoptur. A*(k, n)
veya Aj  ile gosterilir.

Ornek 3.21 (A3,’iin duali). Ornek 3.3'ten, A(2,4) hipersimpleksinin 6 kdsesi,
12 kenar1 ve 8 2-yiizii oldugunu biliyoruz. Tanim 3.20’den, A*(2,4) 6 2-yiiz, 12
kenar ve 8 kdgeden olugan bir politoptur.

Ornek 3.22 (A3 ;’in duali). Ornek 3.4’ten, A(2,5) hipersimpleksinin 10 kdgesi,
30 kenar1, 30 2-yiizii ve 10 3-yiizii oldugunu biliyoruz. Tanim 3.20’den, A*(2,5)
dual hipersimpleksi 10 3-yiiz, 30 2-yiiz, 30 kenar ve 10 késeden olugan bir poli-
toptur.

Yukaridaki dual hipersimpleksler gibi herhangi bir A*(k,n) dual hipersimp-
leksinin yiiz sayilarii da A(k, n) hipersimpleksinin yiiz sayilarindan kolayca elde
edebiliriz.(Tablo 3.17)
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yiz sayilari

8126

10 30 30 10

12 45 80 60 15

12 60 120 90 20

14 63 140 175 105 21

14 84 245 350 210 35

16 84 224 350 336 168 28

16 112 392 770 840 420 56

16 112 448 980 1120 560 70

18 108 336 630 756 588 252 36

18 144 588 1386 2016 1764 756 84

18 144 672 1890 3150 2940 1260 126

20 135 480 1050 1512 1470 960 360 45

20 180 840 2310 4032 4620 3360 1260 120
20 180 960 3150 6552 8610 6720 2520 210
20 180 960 3360 7560 10500 8400 3150 252

© O O 00 O IO Ou I
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Tablo 3.17: A*(k,n)nin yiiz sayilar

3.4. Dual Hipersimpleksin Torik H-Vektorleri

Tamm 3.14’ten, A*(k,n) dual hipersimpleksinin torik h-vektorii, A*(k,n)nin
yiiz latisi olan P(A*(k,n)) latisinin torik h-vektoridiir. P(A*(k,n)) latisinin alt
latisleri ile P(A(k,n)) latisinin alt latisleri aymidir. Yani, P(A*(k,n)) latislerinin
alt latisleri olan Py, Py, P, P3, Py ve Ps latisleri igin de g(FPy,z) = g(Py,z) =
g(Pe,x) = g(Ps,x) = g(Py,x) = g(Ps,xz) = 1'dir.

Ornek 3.23 (A3 lin h-vektorii).

hMP(A3y),x) = > ) 9(10, pl, ) (x — 1)ranki-rank(p)—-1
peP(A3 ,)—{1}
= g(Py,z)(x — 1) 071 4 8g(Py, x)(z — 1)1
+12g(Py, x)(z — 1)* > + 6g(Ps, ) (x — 1)* 3!
= (z—1P3+8x—12+12(x—1)+6
22+ 51 —x+1
= hoﬂ?g -+ hl.fEQ + hQ.CE + hg

Tanim 3.15ten, A*(2,4)’iin h-vektorii (ho, hq, he, hs) = (1,5, —1, 1) olur.
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Ornek 3.24 (A3 5’in h-vektdrii).

hP(A35),x) = > g([0,pl @) (@ — 1yrenkizranke) -1
pEP(AZ 5)—{1}
= g(Py,x)(x — 1> +109( P, z)(x — 1)5 171
+30g(Py, z)(z — 1)°"271 4 30g(Ps, z)(z — 1)>31
+10g(Py, z)(z — 1)°~*
= a2t 4+ 623+ 622 — 42+ 1
= ]’L()(L’4 + h1x3 + hg[[‘? + hgl’ + h4

Tanim 3.15ten, A*(2,5)’in h-vektorii

(h07 h17 h27 h37 h4) = (]-7 67 67 _47 1)

olur.

Ornek 3.25 (A ¢'nin h-vektorii).

WP T) = X gl pla)(a — Lyenrenke)

pEP(AS 5)—{1}

= g(Py,z)(x —1)579"t +12¢(P, z)(x — 1)57171
+45g( Py, x)(z — 1)67271 + 80g(Ps, z)(z — 1)67371
+60g(Py, x)(z — 1)1 + 15¢g(Ps, z) (z — 1)1

= (z—1)°+12(z — )* +45(x — 1)3 + 80(x — 1)?
+60(x — 1) + 15

= P+ 72t + 722+ 72 -8z + 1

= ]’L()IB + h1$4 = hgl‘g + h3l’2 + h4l’ + h5

Tanim 3.15ten, A*(2,6) mn h-vektorii

(h07 h17 h27 h37 h47 h5> = (]-7 77 77 77 _87 ]-)

olur.

Ornek 3.26 (A} ¢’nin h-vektérii).

MPB3e) ) = % gl pl ) — Ly

pEP(A] 5)—{1}

= g(Py,z)(x —1)5797t + 12¢(P, x)(x — 1)57 171
+60g( Py, z)(z — 1)7271 +-1209(P3, z)(x — 1)5737¢
+90g( Py, x)(z — 1)1 4+ 20g(Ps, z) (z — 1)67571

= (2 — 1)+ 12(z — 1)+ 60(z — 1)3 + 120(z — 1)?
+190(z — 1) + 20

= 2O+ 724+2203 4+ 222 — 132+ 1

= h0I5 + h1$U4 + h2x3 + h31’2 + h4.§C + h5

Tanim 3.15ten, A*(3,6) mn h-vektorii
(ho, has ha, ha, by, hs) = (1,7,22,2, —13,1)
olur.

Simdi, dual hipersimplekslerin torik h-vektoriinii bulmak i¢in gerekli olan dual
hipersimplekslerin bir 6zelliginden bahsedecegiz.
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Tamim 3.27 (geyrek-simpleksel ?). P d-boyutlu bir politop olsun. P’'nin d—2 ve
d—2’den kii¢iik boyutlu yiizleri simpleks ise P ¢ceyrek-simpleksel bir politoptur.

Onsav 3.28. 0 < k < n icin, A*(k,n) ¢eyrek-simplekseldir.

A*(k,n) ceyrek-simpleksel oldugundan, A*(k,n)nin torik h-vektoriiniin ilk
yarist, A*(k, n)'nin h-vektoriiniin ilk yarisina esittir [2]. Bu durumda, A*(k, n) 'nin
torik h-vektorlerini, A*(k,n)nin h-vektorlerinden kolayca elde edebiliriz.

Ornek 3.29 (A3 ,’1in torik h-vektorii). h(P(A3,),r) polinomunun katsayi-
larinin dizisi torik h-vektoriintin tanimina gore (1,—1,5,1) olur. Diger taraftan,
A*(2,4)tin h-vektorii (1,5, —1,1)’dir. O halde, A*(2,4)’tin torik h-vektoriintin ilk
yarist, A*(2,4)’iin h-vektoriiniin ilk yarisina esgit oldugundan, A*(2,4)tin torik h-
vektortint (ho, hi, ho, hg) = (1,5,5,1) olarak elde ederiz.

Ornek 3.30 (A3 5’in torik h-vektorii). h(P(Aj;),r) polinomunun katsayila-
rinin dizisi torik h-vektoriiniin tanimina gore (1, —4,6,6, 1) olur. Diger taraftan,
A*(2,5)’'in h-vektorii (1,6,6,—4,1) oldugundan, A*(2,5)’in torik h-vektoriinii
(1,6,6,6,1) olarak elde ederiz.

Ornek 3.31 (Aj¢’'nin torik h-vektorii). h(P(Aj4),r) polinomunun katsayi-
larinin dizisi torik h-vektoriiniin tanimina gore (1,—8,7,7,7,1) olur. Diger ta-
raftan, A*(2,6) mn h-vektori (1,7,7,7,—8,1) oldugundan, A*(2,6) nin torik h-
vektoriinii (1,7,7,7,7,1) olarak elde ederiz.

Ornek 3.32 (A3 ¢'min torik h-vektorii). h(P(Ajg), ) polinomunun katsayi-
larinin dizisi torik h-vektortintin tanimima gore (1, —13,2,22,7, 1) olur. Diger ta-
raftan, A*(3,6)’nmin h-vektori (1,7,22,2,—13,1) oldugundan, A*(3,6) nin torik
h-vektoriinii (1,7,22,22,7,1) olarak elde ederiz.

A*(k,n)’lerin torik h-vektorlerini yukaridaki sekilde hesaplayabiliriz. Simdi
[2]’de yer alan daha kolay bir hesaplama verecegiz:

Teorem 3.33 (dual hypersimpleksin torik h-vektorii). [[2], Teorem 2.2]
1 <k < [%] igin, A*(k,n)nin torik h-vektorii,

-

I
o

(") 1<r<k-1
hr(Az,n) =

T
L

() k<r<|3]

)

~
I
o

olarak tanimlanir.

Bu teoremin ispati [2]’deki Teorem 2.2’de bulunmaktadir.

Teorem 3.33 ile torik h-vektori hesaplama érnekleri verelim.

Ornek 3.34 (A3 ,’iin torik h-vektorii).

Mg = 2 () =)+ (=5
(A5 = S () =0+ =5

34ng. quasi-simplicial
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A*(2,4) ceyrek-simpleksel oldugundan, A*(2,4)’tin torik h-vektoriiniin ilk ya-
ris;, A*(2,4)tin h-vektoriintin ilk yarisina esittir.[2] O halde, A*(2,4)%in torik
h-vektoriinii (ho, h1, he, hg) = (1,5,5, 1) olarak elde ederiz.

Ornek 3.35 (A3 5’in torik h-vektorii).
1
h(dss) = () =0 +() =06
1
ha(B35) = 2 () =)+ () =6
A*(2,5) ceyrek-simpleksel oldugundan, A*(2,5)’in torik h-vektoriiniin ilk ya-

ris1, A*(2,5)’in h-vektoriiniin ilk yarisia esittir.[2] Dolayisiyla, A*(2,5)’in torik
h-vektoriinii (ho, h1, he, hs, hy) = (1,6,6,6, 1) olarak elde ederiz.

Ornek 3.36 (A3 ¢’'min torik h-vektorii).

m(dse) = 2O =)+ (=7

mBie) = 2O =)+ =1
hdse) = RO =@+ =7

A*(2,6)'nmn torik h-vektoriinii (hg, by, he, hs, hy, hs) = (1,7,7,7,7,1) olarak
elde ederiz.

Ornek 3.37 (A3¢’'nin torik h-vektorii).

M) = SO = @+ -7
hdig) = RO = )+ Q)+ Q=2
M) = X0 =0+ ()+ -2

I
o

A*(3,6) nin torik h-vektoriini (hg, hy, ha, hs, hy, hs) = (1,7,22,22,7, 1) olarak
elde ederiz.

Ornek 3.38 (A3 ;’nin torik h-vektorii).

mas) = S () =0 +() =8

hdgy) = ()= @)+ () =
M) = X0 =0+ =8

A* (2, 7)’nin torik h-vektoriini (h(), hl, hQ, hg, h4, h5, hﬁ) = (]_, 8, 8, 8, 8, 8, 1) ola-

rak elde ederiz.
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Ornek 3.39 (A3 ;’nin torik h-vektorii).

mai) = (0 =@+ -
(i) = R 0=+ O+()=2
M) = 20 =Q+(+0)-2

N
i
o

A*(3,7)'nin torik h-vektoriini
(h07 h17 h?a h37 h47 h57 h6) = (17 87 297 297 297 87 1)

olarak elde ederiz.

Ornek 3.40 (Aj¢’in torik h-vektorii).

M) = 2= )+ =9
b = X ()= ()+() =
haags) = X () =)+ () =9
midig) = 0 =@+ =9

I
o

A*(2,8)’in torik h-vektoriinii
(h[)) hla h27 h37 h47 h57 h67 h7) - (17 97 97 97 97 97 97 1)
olarak elde ederiz.

Ornek 3.41 (A3g’in torik h-vektorii).

M) = 20 =()+ ()=

m(di) = 20 =0+ () ()=
(8 = R0 =0+ () ()=
mld5g) = ()= 0)+0)+E) =97

@
Il
o

A*(3,8)’in torik h-vektoriini
(h07 h'17 h?a h37 h’4a h57 h67 h7) = <1a 97 377 377 37a 377 9a 1)

olarak elde ederiz.
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Ornek 3.42 (A} g’in torik h-vektéril).

ML) = X0 =)+ () -

i) = RO = 0+ -+ -
M) = () =)+ )+ )+ () -9
M) = SO = 0+ )+ () -

A*(4,8)’in torik h-vektoriini
(h07 hl) h27 h37 h4) h57 h67 h7> = (]-a 97 377 937 937 377 9a ]-)
olarak elde ederiz.

Ornek 3.43 (A} ,’un torik h-vektorii).

m(Bs) = 2 () =)+ () =10
hage) = RO = @)+ () =1
ha(Bs) = 3 (1) = () + (1) =10
hi(Bg) = X () =)+ () =10

A*(2,9)’un torik h-vektoriini
(ho, h1, he, hs, hy, hs, he, h7, hs) = (1,10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 1)

olarak elde ederiz.

Ornek 3.44 (A},’un torik h-vektorii).

M) = R (0)= )+ =1

m(Bia) = L) =0+ 0+ ) =10
(B = B () =0)+ () + (=10
M) = 2 ()= ()« 0+ () =10

A*(3,9)’un torik h-vektoriini
(ho, h1, he, hs, hy, hs, he, hr, hg) = (1,10, 46, 46, 46, 46,46, 10, 1)

olarak elde ederiz.
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Ornek 3.45 (Ajo’un torik h-vektorii).

maig) = 2 () =)+ -1

mdip) = 2= () +()+ () -0
maie) = 3 () =)+ () + (@) + () =130
mdip) = 20 =)+ )+ Q)+ () =130

A*(4,9)’un torik h-vektoriini
(o, hu, o, s, ha, s, he, by his) = (1,10, 46,130, 130, 130, 46, 10, 1)
olarak elde ederiz.

Ornek 3.46 (A} ,’un torik h-vektdrii).

mag) = 3 ()= 5+ (%) -u
M) = (%) =)+ ()=n
85 = (0 = () (D) =1
ha(B500) = 2 () = (o) + (V) =11
h(dia) = X ()= () + () =1

A* (2, 10)71111 torik h-vektoriinii (h(), hl, hg, hg, h4, h5, h@, h7, hg, hg)
= (1,11,11,11,11,11,11,11, 11, 1) olarak elde ederiz.

Ornek 3.47 (A3 o’un torik h-vektorii).

M) = 2 =)=+ (=1

ha&ia0) = () = ()= (1) + () + () =56
b0 = 3 () = ()= (1) + () + () =56
M) = 3 ()= () = () + () + (2) =56
b0 = () = ()= (1) + () + () =56

@
Il
=)

A* (3, 10)71111 torik h-vektoriini (hg, hl, hg, hg, h4, h5, h@, h7, hg, hg)
= (1,11, 56, 56, 56, 56, 56, 56, 11, 1) olarak elde ederiz.

60



Ornek 3.48 (A} 1o’un torik h-vektorii).

M@ = 3 (0= () =)+ () =1

i) = 3 () = (D)= () + (9)+ () =56
&) = (1) = () = () + (1) + () + () =176
&) = 2 (1) = () = () + (1) + () + () =176
i) = 3 ()= (%) = () + (1) + () + () = 176

-
I
o

A*(4, 10)’un torik h-vektorini (ho, hl, hg, h3, h4, h5, h@, h7, hg, hg)
= (1,11,56, 176,176,176, 176,56, 11, 1) olarak elde ederiz.

Ornek 3.49 (Aj 1o’un torik h-vektorii).

M@ = 3 (9= ()= () +() -1

ha&ii0) = 3 ()= ()= (1) + (D) + () =50

P& = () = () = () + (1) + () + (5) = 176
B30 = 3 ()= (9) = (5)+ (9)+ () + () + () = 356
P50 = 3 () = (9) = (5)+ (9)+ () + () + (3) = 356

A*(5, 10)’un torik h-vektorini (ho, hl, hg, h3, h4, h5, h@, h7, hg, hg)
= (1,11, 56, 176, 386, 386, 176,56, 11, 1) olarak elde ederiz.

Ornek 3.50 (A3 ,’in torik h-vektorii).

M@ = () =)+ (1) =12
ha(Bs) = 2 (5) = (5) + (V) =12
ha@) = 3 (1) = (3 + (1) =12
ha(s) = 2 (3) = (5) + (1) = 12
Pds) = () = () + () =12

A*(2, 11)’1n torik h-vektoriini (ho, hl, hg, hg, h4, h5, h(g, h7, hg, hg, th)
=(1,12,12,12,12,12,12,12,12,12, 1) olarak elde ederiz.
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Ornek 3.51 (A3,)’in torik h-vektorii).

M85 = 3 (1) = () + () =12

(850 = 3 (1) = () + () + (2) =07
(85 = 3 (1) = () + () + (2) =07
(85 = 3 (1) = () + () + () =07
5 = 2 (0 = () () + () =7

~
I
o

A* (3, 11)’1n torik h-vektorini (ho, hl, hg, hg, h4, h5, h6, h77 hg, hg, th)
= (1,12,67,67,67,67,67,67,67,12,1) olarak elde ederiz.

Ornek 3.52 (A} ,’in torik h-vektérii).

main) = 3 ()= () + () =12

i) = () = () + () + () =07
hlaia) = () = () + () + () + (5) - 222
hlBia) = ()= () + () + (3 + () =222
@) = 3 ()= () () + () + (3) =22

-
I
o

A* (4, 11)’1n torik h—Vektérﬂnﬁ, (ho, hl, hg, h3, h4, h5, h@, h7, hg, hg, hl())
= (1,12,67, 232,232,232, 232,232, 67,12, 1) olarak elde ederiz.

Ornek 3.53 (Aj,,’in torik h-vektorii).

=
—_
—_
—_
—_
—_

Mm@ = () =)+ () =12

m@i) = 2 ()= () + () + () =07

P = 20 = () + () + () + (4) =22
P = () = () + () + () + () + () =562
P = 3 () = ()4 () + () + () + () =562

ﬁ
Il
o

A* (5, 11)’1n torik h-Vekti)'riinii, (ho, hl, hg, hg, h4, h5, hﬁ, h7, hg, hg, th)
= (1,12,67,232,562, 562, 562, 232,67, 12, 1) olarak elde ederiz.
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A*(2,12)’nin torik h-vektoriini;

(h07 h17 h‘2a h‘37 h47 h‘57 h67 h’77 h87 h97 h107 h’ll)
— (1,13,13,13, 13,13, 13, 13, 13,13, 13, 1) olarak elde ederiz.

Ornek 3.54 ( 512’nin torik h-vektorii).
Ornek 3.55 ( 512’ nin torik h-vektorii).

299
299
299
299

£ B B R R R (R A
I~ I~ r~ r~ D~
R T TR TR o &2 &2 &» &»
AR CPEEREER N
SA <@ < c<° o+ + + o+
[ » Sa fa fa 83 4l
- - — — — — Il IT l_l I_l IT l_l
toEor o+t I T TR
8 H¢ He He He Es + o+ o+ o+ o+ o+
—~ —~ —~ —~ —~ —~
[ T T (A 2 &2 82 &2 &2 &2
—~ —~ — ~—~ —~ —~ ~ ~ ~— ~— ~— ~—
o= d= dws gJe "= Je Il I I I Il I
~— N ~— ~— ~— ~—
=] o o o o o A~ A~ A~ ~~ ~~ ~~
~ T TN T~ T T AT &< 85 85 &0 &0 &2

SN—" SN—" SN—" SN—" SN—" SN—
o o o o o o

I S ANGCIA NI AN AN AREIAN
I 1 I 1 Il I

ha( §,12) -
hs(A% ) =
ha( §,12) =
h5( §,12) =
he( §,12) =
A*(3,12)'nin torik h-vektoriint;
(ho, h1, ha, hs, by, his, he, hr, hs, h, hio, hat)

ha (A3 15)
hl( 2,12) =
ha( 2,12) =
h3( 2,12) =
h4( 2,12) =
hs(Aj1) =
he(Al12) =

= (1,13,79,79,79,79,79,79,79,79,13, 1) olarak elde ederiz.

Ornek 3.56 ( 112'nin torik h-vektorii).
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A*(4,12)’nin torik h-vektoriini;
(h07 h17 h27 h37 h47 h57 h67 h77 h8> h97 tha hll)

= (1,13,79,299, 299, 299, 299, 299, 299, 79, 13, 1) olarak elde ederiz.

Ornek 3.57 (Af 1o’'nin torik h-vektorii).

M@ = 3 (3= (3)+ (7) =13
maBi) = 3 (5 = (D)4 (D) + (D
ha@in) = 3 (3= (3)+ ()4 (2)
M@ = 3 (9= (3)+ 2+ (2)
mA5) = 2 ()= ()+ () + ()
ho(@i) = 3 (3= (3)+ (2 + (2)

A*(5,12)'nin torik h-vektoriint;
<h07 hl; h27 h37 h4; h57 hG) h/7a h87 h/97 h107 hll)

= (1,13,79,299, 794,794,794, 794,299, 79, 13, 1) olarak elde ederiz.

Ornek 3.58 (A§ 1o’'nin torik h-vektorii).

&) = 20 =)+ () =13
&) = 2 ()= (D)4 () + () =9
i) = 3 ()= ()4 () + () + (
&) = 2 (= ()4 () + () + (
i) = ()= ()4 () + () + (
&) = 2 ()= ()+ () + () + (

A*(6,12)’'nin torik h-vektoriinii;
(h07 h17 h27 h37 h47 h57 h67 h77 h87 h97 h107 hll)

= (1,13,79,299, 794, 1586, 1586, 794, 299, 79, 13, 1) olarak elde ederiz.
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13

A*(2,13)lin torik h-vektoriini;

(h07 h17 h‘2a h‘37 h47 h‘57 h’67 h’77 h87 h97 h107 h’lla hl?)
(1,14,14,14,14,14,14, 14,14, 14,14, 14, 1) olarak elde ederiz.

Ornek 3.59 ( 513’1in torik h-vektorii).
Ornek 3.60 ( 513 Un torik h-vektdrii).

378
378
378
378

N N S N N Il I Il I
—~ — —~ —
I Il I I I N e Ban Be "o
~~ ~~ A~ ~~ ~~ S ~ ~ ~ ~
[3p] 2] 2] ™ 2]
S s <o <2 o+ + + +
l + + + + + <t T Ra Ba Ta Do
—~ — — — —~ —~ — ~— ~— ~— ~ ~
[2) ] (3] 2] ™ 2]
= - = - = = Il + —+ -+ + -+
+ S + + + + @~ @~ ® o~ @~ N~ @~
~ ~ ~ —~ ~~ o ~— ~ ~ ~ ~ ~
[ 2] 3] ) ™ [2p]
2° 2° 22 23° 2° Z° + o+ o+ o+ o+
~~ ~~ ~ ~~ ~ ~~
I I I Il I I Po No Lo Vo Ro Ko
~— — ~ — ~ ~— ~ ~ ~ ~ ~ ~
S A SIS I B |
SN— SN— SN— SN— SN~— SN— -
TR AR A AL A = Y &3 an &3 &2 an
“INI AT AT NI INIAT 2 8. 82 25 25 82 8-

N——" SN— SN— N—— SN— N—"
o o o o o o
I I I el NNEVAANEIANNEI AN NE A NEI AR
S c ‘S = " ‘=

h5( ;,13) =
he (A3 13)

A*(3,13)’tin torik h-vektor
(h07 h’l? h27 h37 h47 h57 h67 h’7a h87 h97 h107 h117 hl2)

hl( §,13) =
ha(Af13)
h3( §,13) =
ha(A33)
hl( 2,13) =
h2( 2,13) =
h3( 71,13) =
h4( 2,13) =
h5( 2,13) =
he(Al1s) =

(1,14,92,92,92,92,92,92,92,92,92, 14, 1) olarak elde ederiz.

Ornek 3.61 ( 113’lin torik h-vektorii).
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A*(4,13)’lin torik h-vektoriini;
(h07 h17 h27 h37 h47 h57 h67 h77 h8> h97 thv hlla hlZ)
— (1,14, 92, 378, 378, 378, 378, 378, 378, 378, 92, 14, 1) olarak elde ederiz.

Ornek 3.62 (Af,3’lin torik h-vektorii).

M) = 3 () = () + () -1

m(Bi) = X (5) = () + () + (2) - 92

M) = 3 ()= () (5)+ () + (5) =78
mBa) = 2 () = (9)+ () (5) + () + () = 1008
P = 3 ()= () (9)+ () + () + () = 1093
o805 = 35 () = ()4 () + (5) + () + () = 1093

A*(5,13)’lin torik h-vektoriinii;
<h07 hl; h27 h37 h4; h57 hG) h/7a h87 h/97 h107 h/lla h12)
= (1,14,92,378,1093, 1093, 1093, 1093, 1093, 378,92, 14, 1)
olarak elde ederiz.

Ornek 3.63 (Ag 13’tin torik h-vektorii).

h@i) = 3 ()= () + (3 =1

i) = 3 () = ()4 () + () =2

&) = () = () + () + () + (5) =378

&) = 2 () = ()4 () + () + () + () = 1093
Qi) = 3 ()= (5)+ () () + () + () + () = 2380
hal&ias) = 2 () = () + () + () + () + () + () = 2380

A*(6,13)’lin torik h-vektoriinii;
(h07 h’la h27 h37 h47 h57 h’ﬁ? h77 h87 h’97 h107 hll; h12)
= (1,14,92, 378, 1093, 2380, 2380, 2380, 1093, 378,92, 14, 1)
olarak elde ederiz.

Yukarida buldugumuz bu torik h-vektorlerini tabloda gosterelim.(3.18)
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torik h-vektori

1551

16661

177771
17222271

1888881
1829292981

19999991
193737373791
193793933791

© O O 00 O IO OU S

—_

1010 10 10 10 10 10 1
10 46 46 46 46 46 10 1
10 46 130 130 130 46 10 1

111111111111111111
11 56 56 56 56 56 56 11 1
11 56 176 176 176 176 56 11 1
11 56 176 386 386 176 56 11 1

121212121212 121212 1
12 67 67 67 67 67 67 67 12 1
12 67 232 232 232 232 232 67 12 1
12 67 232 562 562 562 232 67 12 1

1313131313131313 13131
1379797979 79797979131

13 79 299 299 299 299 299 299 79 13 1
13 79 299 794 794 794 794 299 79 13 1
13 79 299 794 1586 1586 794 299 79 13 1

O UL W N0 O W NOU = QWO RNOU = W N WK WNWNW NN N

e e el e e e ad Ll el e e e
W W WWWNoNoONNNDFREFEREFEEFEOOOO

1414141414141414 1414 14 1

14 929292929292929292 14 1

14 92 378 378 378 378 378 378 378 92 14 1

14 92 378 1093 1093 1093 1093 1093 378 92 14 1
14 92 378 1093 2380 2380 2380 1093 378 92 14 1

UGy NG WG VNG VA | VG G VG VUG V) VG VG VG A | UG VA G VA G ) SN G W

Tablo 3.18: A*(k,n)’nin Torik h-vektori
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4. CHOW-BETTI SAYILARI

Bu boéliimde bir hipersimpleksin normal faninin Chow-Betti sayilari ile ilgilene-
cegiz. Ay, bir hipersimpleks olmak iizere, Ay, 'nin normal fanina karsiik gelen
torik varyete (n — 1)-boyutlu bir kompleks projektif torik varyetedir. Bir hiper-
simpleksin normal fanimin Chow-Betti sayilar: ise (n — 1)-boyutlu bir kompleks
projektif torik varyetenin Chow kohomoloji halkasi ile ilgilidir. Bu boliimde, Chow
kohomoloji halkasinin ilk olarak genel bir tanimini, daha sonra [2]’deki bir hesap-
lamasini verecegiz.

Bu boliimde genellikle [6]'y1 takip edecegiz.

4.1. Chow (Kohomoloji) Halkasi

Chow kohomoloji halkasi tanimindan 6nce, ihtiya¢ duyacagimiz tam fan, hiper-
simpleksin normal fani, diizey, agirlik ve Minkowski agirliklar: gibi kavramlardan
bahsedecegiz.

Tanim 4.1 (Tam Fan). Bir A fani igin, |[A| = R" ise A’ya tam fan denir.
A fam tam ise A’ya kargilik gelen torik varyete Xa da tamdir |7, 67.sayfal.

Tanim 4.2 (Hipersimpleksin Normal Fani). Bir hipersimpleksin yiiziiniin
normal konisi, {0} ve bu yiiziin tiim dig normal vektorlerinden olugur. Bir hiper-
simpleksin her yiizii i¢in bir normal koni vardir. Bir hipersimpleksin tiim yiiz-
lerinin normal konilerinin olusturdugu fana bu hipersimpleksin normal fani
denir.

Ornek 4.3 (Bir politopun normal fani). Sekil 4.1’deki konv{ (0, 0), (1,0), (0,1)}
politopunu diigiinelim.

Sekil 4.1: konv{(0,0), (1,0),(0,1)}
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konv{(0,0), (1,0), (0,1)}’in bir yiiziiniin normal konisi, {0} ve bu yiiziin tiim
dig normal vektorlerinden olugur. O halde, konv{(0,0), (1,0), (0, 1) }'in kenarlari-
nin normal konileri, Sekil 4.2’deki gibi tek bir dig normal vektor iken;
konv{(0,0), (1,0), (0, 1) }'in késelerinin normal konileri, ekil 4.2’deki gibi 2 vektor
ile iiretilen koniler olur.

B

- NI

Sekil 4.2: konv{(0,0), (1,0), (0,1)}’in ylzlerinin normal konileri

konv{(0,0), (1,0), (0,1)}'in normal fani, konv{(0,0), (1,0), (0,1)}’in tiim ytiz-
lerinin normal konilerinin birlegimidir. Yani, konv{(0,0), (1,0), (0,1)}’in normal
fani; Sekil 4.3’teki gibi {0}, e; + €2, —e1, —eq, koni(ey + €3, —eg), koni(—e;, —e3)
ve koni(—eq, e; + e3) konilerinden olugan fandir.

e+ e

—ep
<

A
—es

Sekil 4.3: konv{(0,0), (1,0), (0,1)}’in normal fam

Ornek 4.4 (Ay4’lin normal fani). A, 4 hipersimpleksini diiglinelim.
2 <k <n—2igin, Ay, hipersimpleksi (n-1)-boyutlu ve 2n tane 1-ters boyutlu
yiize! sahip olan bir politoptur ([6], 8. sayfa). O halde, A, 4 hipersimpleksinde
= 2 oldugundan, A, 4 3-boyutludur. Ve 2n = 8 tane 1-ters boyutlu yiize sahip
bir politoptur. Yani, Sekil 4.4’teki gibi A, 4’iin 8 tane 2-boyutlu yiizii vardir.

Lfacet
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Sekﬂ 4.4. A274

1-ters boyutlu yiiziin normalleri mod < (e;+...+¢,) >’de +e; birim vektorleri-
dir (|6], 8.sayfa). Yani, A 4’iin bir 2-boyutlu yiiziiniin normali mod< (1, 1,1,1) >’de
Sekil 4.5’teki gibi ¢ € {1,2, 3,4} i¢in tek bir +e; vektoriidiir.

Sekil 4.5: Ay 4’iin bir 2-boyutlu yiizii ve onun normal vektorii

Ay 4'lin bir 2-boyutlu yiiziiniin normal konisi, Sekil 4.6’daki gibi Sekil 4.5teki

normal vektoriin olusturdugu konidir.
/ |

Sekil 4.6: A, 4’lin bir 2-boyutlu yiiziiniin normal konisi

Ay 4'in 8 tane 2-boyutlu yiizli oldugundan, bu yiizlerin normal konilerini; 8
tane eq, eq, €3, €4, —€1, —e9, —e3 ve —ey4 vektorii olarak elde ederiz.



Ay 4in bir kogesinin normal konisini bulalim. Normal fan, hipersimpleksin
yiizlerinin kesigim iligkilerini bu yiizlere kargi gelen konilerde korur. O halde,
Ay 4in bir kogesini iceren 4 tane 2-boyutlu yiiziin normal konilerini diisiindii-
gluimiizde; Ay 4'tin bir kégesinin normal konisini, {0}’dan ve koseleri eq, e, e3, ey,
—e1, —eg, —e3, —ey olan kiipiin bir yiiziiniin koselerine giden vektorlerin tirettigi
bir 3-boyutlu koni olarak elde ederiz.

Dolayisiyla, As 4'in normal fani;

* {0},
® ¢y, 6y, €3, €4, —€1, —€y, —e3, —ey vektorlerinin iirettigi 1-boyutlu koniler,

e koni(ey, e3), koni(eg, e3), koni(es, e4), koni(ey, e1), koni(—ey, —es),
koni(—eg, —e3), koni(—e3, —ey), koni(—e4, —e;) 2-boyutlu konileri ve

(
e koni({0}, ey, e, e3,¢e4), koni({0}, €1, €2, —e1, —e2), koni({0}, e, e4, —e3, —e4),
koni({0}, e, e4, —e1, —ey), koni({0}, ez, e3, —eq, —e3),
(

koni({0}, —ey, —ea, —e3, —e4) 3-boyutlu konilerinden olusur.

A, 4lin normal fanina F diyelim. |F| = R? oldugundan, tam fan tanimindan,
F, yani Ay ,’lin normal fani bir tam fan olur.

Tanim 4.5 (Diizey?). I,J C [n] = {1,2,...,n} ve I N J = ) olacak sekilde bir
(1,J) ikilisi igin,
|+ |J|=n—r—1, |I|<kvel|J]|<n—k (4.1)

olsun. (1, J)'nin diizeyi, |I| ile |/|'nin (4.1) kosulunu saglayan en biiytik degerinin
farki olarak tammlanir. (I, .J) nin diizeyi, 7% (I, J) ile gosterilir.

Ornek 4.6. n = 9,k = 4,7 = 3 sayilan icin, Tamim 4.5’teki gibi tanimlanan
(1,J) ikilisinin diizeyini bulalim.

Tanim 4.5ten, I,J C [9] ={1,2,...,9} altkiimeleri ayriktir. Ve 4.5’teki (4.1)
kosulundan, |I| ve |J| i¢in,

I|+|J|=n—7r—1=|I|+|J] =5, (4.2)
Il < k= |I| <4, (4.3)
|J|<n—k=|J| <5 (4.4)

elde ederiz.

2ing. level
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(4.2),(4.3) ve (4.4)ten, 1 < |J| < 5 ve 0 < |I| < 4 olur. O halde, |/|'nin
alabilecegi en biiyiik deger 3’tlir. Bu durumda, farkh (7, J) ikilileri i¢in agagidaki
diizeyleri elde ederiz:

(I,J)=({2,3,4,5},{1) = >+, J)=3—|I[|=3—-1=2.
(I,J) = ({1,2,3,4},{6}) = **°(1,J) =3~ |[| =3 -1 =2.
(I,J)=({1,2,4},{3, 7)) = A+, J)=3—|I|=3-2=1.
(I,J)=({2,3,4},{1,9) = A+, J) =3~ || =3 -2 =1.
(I,J)=({1,2},{3,5,7}) = #*°(1,J) =3 —|I| =3 -3 = 0.
(I,J)=({3,4},{7,8,9)) = A*9(I,J)=3—|I| =3 -3 =0.

Tanim 4.7 ([6], 338.sayfa, Agirlik *). A, N latisinde bir tam fan ve X, bu
fana karsiik gelen tam torik varyete olsun. A®)’y1, A’daki ters boyutu k olan
tiim konilerin alt kiimesi olarak tamimlayalim. A® i{izerinde tam say1 degerli bir
fonksiyon, A iizerinde ters boyutu £ olan bir agirlik olarak adlandirilir.

Minkowski agirliklar: tanimlarken ihtiya¢ duyacagimiz N, /N, latisi bir bélim
latisi oldugundan, simdi boliim latisini tanimlayalim.

Tanim 4.8 ([3], 25.sayfa, B6liim latisi). o bir koni, 7 bu koninin bir yiizii ve
N bir latis olsun. 7N N'nin {irettigi bir grup olan alt latis N, = (TNN)+(—7NN)
i¢in, N(7) = N/N. da bir latis olur. Bu latise boliim latisi deriz.

Tanim 4.9 (n,,). o, A’da bir koni ve 7, o’nin bir yiizii ve N bir latis olsun.
o N N'nin iirettigi bir grup olan N, = (6 N N) + (—o N N) alt latisi ve 7N N'nin
trettigi bir grup olan N, = (1 N N) + (=7 N N) alt latisi icin, N, /N, latisi bir
boliim latisidir.

ner € o, 1 boyutlu N, /N, latisinin {ireteci igin o konisindeki herhangi bir
temsilci olarak tanimlanir.

Ornek 4.10. Sekil 4.7’deki o = koni(ey, €1 — e2) konisini diigiinelim. o'nin 7 = ey
ylizl icin, n, . latis noktasin bulalim.

€2 o

€1 — e

Sekil 4.7: koni(ey, €1 — €3)

3ing. Weight
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Tanmm 4.9’dan, N, /N, =7 x {0}’dir. N,/N, latisinin e; ve —e; olmak iizere
2 tireteci vardir. o konisinde olan iireteci e; oldugundan, Tamim 4.9’dan, n, , =
617dir.

Tanim 4.11 ([6], 338.sayfa, Minkowski agirliklari*). o, A’da bir koni; T,
o’min bir yiizii; M, N latisinin duali ve A®*+D A’daki ters boyutu k -+ 1 olan tiim
konilerin alt kiimesi olsun.

Ny € o, Tamm 4.9'da tanmimladigimiz latis noktasi olmak iizere; her 7 €
A+ konisi ve her v € 7+ N M elemani icin, bir ¢ fonksiyonu

Z < UyNgr > c(o) =0

oeAF) gD

esitligini sagliyorsa ¢ bir Mlinkowski agirlhigidir.

Teorem 4.12 ([6], Teorem 3.1). A bir fan ve X bu fana kargilik gelen tam
torik varyete olsun. Xa torik varyetesinin Chow kohomoloji grubu, A tizerinde
ters boyutu k olan Minkowski agirliklarinin grubuna kanonik olarak izomorfiktir.
XA torik varyetesinin Chow kohomoloji grubu A¥(X,) ile gosterilir.

Bu teoremin ispati [6]’daki Teorem 3.1’de bulunmaktadir.

Ay, hipersimpleksinin normal fanma kargiik gelen torik varyete (n — 1)-
boyutlu bir kompleks projektif torik varyetedir. Ay, hipersimpleksinin normal
fanina karsilik gelen torik varyeteyi Xy ,, ile gosterecegiz.

Tamim 4.13 ([6], Chow Kohomoloji Halkas1). Ay, hipersimpleksinin normal
fanima karsihk gelen (n — 1)-boyutlu kompleks projektif torik varyeteye X, di-
yelim. Bir tam torik varyete olan X}, nin Chow kohomoloji halkasi, Ay, 'nin
normal fanindaki ters boyutu r olan koniler tizerindeki rasyonel degerli Minkowski
agirliklarimin halkasi olarak tanimlanir. Diger bir ifadeyle, Ay, hipersimpleksinin
normal faninin Chow kohomoloji halkas1 Minkowski agirliklarinin uzayina karsilik
gelir. A"(X},,) ile gosterilir.

4.2. Chow Betti Sayilari

Tamim 4.14 ([6], Hipersimpleksin Chow-Betti Sayilar1). A"(Xj,) komp-
leks projektif torik varyetenin Chow kohomoloji halkasi olmak iizere, Ay, hi-
persimpleksin r. Chow-Betti sayis1, A"(X},) Chow kohomoloji halkasinin
rankidir.

Ayni zamanda, Ay, , hipersimpleksin normal faninin Chow-Betti sayilari, Ay, nin
normal fanindaki ters boyutu r olan koniler iizerindeki Minkowski agirliklarinin
uzayinin boyutudur.

Ay, hipersimpleksin Chow-Betti sayilar1 3, ,, ile gosterilir.

4ing. Minkowski weights
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A"(Xk,) Chow kohomoloji grubu, bir serbest abelyen gruptur. Serbest gru-
bun ranki baz elemanlarmin sayisidir [11]. Bu durumda, A"(X} ) nin rank: baz
elemanlariin sayis1 olur.

Ornek 4.15 (Ay4’lin normal faninin Chow-Betti sayilar). Ornek 4.4’ten,
Ay 4in normal fani;

e {0,
® ¢y, 69, €3, €4, —€1, —€y, —e3, —ey vektorleri ile tiretilen 1-boyutlu koniler,

e koni(ey, ey), koni(ey, e3), koni(es, e4), koni(ey, €1), koni(—ey, —ey),
koni(—eq, —e3), koni(—e3, —ey), koni(—e4, —e;) 2-boyutlu konileri ve

(
e koni({0}, 1, e, e3,€4), koni({0}, €1, €2, —e1, —e3), koni({0}, e3, €4, —e3, —e4),
koni({0}, e, e4, —e1, —ey), koni({0}, es, 3, —ea, —e3),

koni({0}, —ey, —e2, —e3, —e4) 3-boyutlu konilerinden olugan fandir.

Simdi, A 4'in normal faniin Chow-Betti sayilarini bulalim. Tanim 4.14’ten,
Ay 4 hipersimpleksin normal fanimin 7. Chow-Betti sayist olan (.04, A"(X24)
Chow kohomoloji halkasinin rankidir. Burada, Xy 4, Ag 4 hipersimpleksin normal
fanina kargilik gelen 3-boyutlu kompleks projektif torik varyetedir.

Tanim 4.13’ten, A"(X34) Chow kohomoloji halkasi, Ay 4 'nin normal fanindaki
ters boyutu r olan koniler iizerindeki rasyonel degerli Minkowski agirliklarinin
halkasidir.

O halde, A"(X54) Chow kohomoloji halkasimi bulmak igin, A ,’'tin normal
fanindaki ters boyutu r olan koniler iizerindeki Minkowski agirliklarini bulalim.

Ik olarak, Ay 4iin normal faninin 0. Chow-Betti sayis1 olan 3y 2 4’1 bulalim. 0.
Chow-Betti sayisi igin, Ay 4’lin normal fanindaki ters boyutu 0 olan koniler {ize-
rindeki Minkowski agirliklarini bulmaliyiz. A, 4’iin normal fanindaki ters boyutu
0 olan koniler, Ay ,’iin normal fanindaki tam boyutlu konilerdir. A, 4'{in normal
fan1 bir tam fan oldugundan, A, ,4’iin normal fanindaki tam boyutlu konilerin
tizerindeki Minkowski agirliklar: tektir (|2], 4. sayfa). Bu durumda,

Boga =1

olur.

Ay 4'iin normal fanmin 1. Chow-Betti sayisi olan f;24’ti bulalim. 1. Chow-
Betti sayist icin, A 4’iin normal fanindaki ters boyutu 1 olan koniler iizerindeki
Minkowski agirliklarii bulmaliyiz. A, 4in normal fanindaki ters boyutu 1 olan
koniler, Ay 4’in normal fanindaki 2 boyutlu konilerdir.

Xy 4 torik varyetesine karsihik gelen Aj4’tin normal fanindaki ters boyutu r
olan her ¢ konisi i¢in, A,(X24) Chow homoloji halkasi, V' ({c}) yoriinge kapanig-
lart ile dretilir (6], 335. sayfa)
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O halde, o Ay 4’lin normal fanindaki 2 boyutlu koniler olmak {izere, yoriinge
kapanigi tanimindan, her V({c}) = {0} x {0} olur. Bu nedenle, A,(X54) Chow
homoloji halkas1 {0} x {0} ile {iretilen bir halkadir.

Daha o6nce belirttigimiz gibi A"(Xy,) Chow homoloji halkasinin rank: baz
elemanlarinin sayisi olur. O halde, A;(Xs4) Chow homoloji grubunun baz ele-
manlarimim sayisi 1 oldugundan, A;(Xs4) Chow homoloji grubunun rank: 1'dir.
rank(A;(X54)) = rank(A'(X,4))’dir [6]. Bu durumda, 1 = rank(A;(X54)) =
rank(A'(X54)) den,

Broa=1

olur.

Ay 4in normal faninin 2. Chow-Betti sayis1 olan 524’ bulalim. A, 4 politopu
bir oktahedron oldugundan, A, ,’in boyutu 3’tiir. Ve oktahedron, yani Agy 8
tane 1 ters boyutlu yiize sahiptir. O halde, A, 4’in normal faninin 2. Chow-Betti
sayisl,

Bapa=8—-3=5
olur ([2], 8. sayfa).

Ay 4in normal faniin 3. Chow-Betti say1si olan (55 4’1 bulalim. 3. Chow-Betti
say1s1 i¢in, Ay 4'in normal fanindaki ters boyutu 3 olan koniler iizerindeki Minko-
wski agirhiklarim bulmaliyiz. Ay 4’lin normal fanindaki ters boyutu 3 olan koniler,
Ay 47in normal fanindaki 0 boyutlu konilerdir. Ay 4’tin normal fanindaki 0 bo-
yutlu koni {0}’dir. noy, 10y = 0 oldugundan, {0} {izerindeki Minkowski agirliklar:
tektir. Bu durumda, 3. Chow-Betti sayisi,

P24 =1
olur.
Simdi, Chow Betti sayilarinin [2]’deki formiiliinii verelim.

Teorem 4.16 ([2], Teorem 3.1 Chow Betti Sayilar1). 1 < k < [§] olmak
uzere,

| (") 1<r<k
&
Brkn = (r;) k<r<n-—k
i=0
n—r—1
(7;) n—k<r<n-1
\ =0

Burada, A"(Xj,,)'nin bir bazi, diizey tammindaki (4.1) kogulunu saglayan
(I,J) ve K C [n] icin,

Ck

rkmn 17 KCIlUJ ve ’JﬂKlzgr,k’,n(I’J>
o, diger durumlarda

seklinde tanimlanan Minkowski agirliklari ile verilir. Bu teoremin ispat1 [2|’deki
Teorem 3.1’de bulunmaktadir.
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Chow-Betti sayilar

1151

11661

117771
1172271

1188881
118292981

11999991
11937373791
11937933791

11
11
11

10101010 10 10 1
10 46 46 46 46 10 1
10 46 130 130 46 10 1

WO DO W Qo N[ WO DD Qo N WO | N[ |
= PO © Ol 00 0T IO O3

U
— =
o O OO

11
11
11
11

111111111111 111
11 56 56 56 56 56 11 1
11 56 176 176 176 56 11 1
11 56 176 386 176 56 11 1

2,11
3,11
4,11
5, 11

11
11
11
11

121212121212 12121
12 67 67 67 67 67 67 12 1
12 67 232 232 232 232 67 12 1
12 67 232 562 562 232 67 12 1

2,12
3,12
4,12
5,12
6, 12

11
11
11
11
11

1313131313131313131
13797979 79797979131

13 79 299 299 299 299 299 79 13 1
13 79 299 794 794 794 299 79 13 1
13 79 299 794 1586 794 299 79 13 1

2,13
3,13
4,13
5,13
6, 13

11
11
11
11
11

141414141414 141414 14 1

14 9292929292929292 14 1

14 92 378 378 378 378 378 378 92 14 1

14 92 378 1093 1093 1093 1093 378 92 14 1
14 92 378 1093 2380 2380 1093 378 92 14 1

Tablo 4.1: A(k,n)'nin normal faninin Chow-Betti sayilar
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5. TORIK H-VEKTORU VE CHOW-BETTI SA-
YILARI

Bu boliimde, onceki béliimlerde buldugumuz dual hipersimpleksin torik h-
vektorii ve Chow-Betti sayilarinin arasindaki benzerligini gostermek igin bir tablo
olugturacagiz. Bu benzerlikten ilk olarak, [2]’de bahsedilmigtir. Asagidaki tabloyu
genel olarak Polymake [8] kullanarak olugturduk.

k,n |torik h-vektorii Chow-Betti sayilar

2,4 11551 1151

2,5 116661 11661

2,6 |[177771 117771

3,6 (17222271 1172271

2,7 11888881 1188881

3,7 11829292981 118292981

2,8 119999991 11999991

3,8 1193737373791 11937373791

4,8 1193793933791 11937933791

2,9 /1101010101010 101 111010101010101

3,9 |11046 46 46 46 46 10 1 111046 46 46 46 10 1

4,9 |11046 130 130 130 46 10 1 1110 46 130 130 46 10 1
2,10(11111 1111111111111 111111111111 111111

3,10|1 11 56 56 56 56 56 56 11 1 111156565656 5611 1

4,10(1 11 56 176 176 176 176 56 11 1 111156176176 176 56 11 1
5,10|1 11 56 176 386 386 176 56 11 1 111156176 386 176 56 11 1
2,111112121212121212 12121 1112121212121212 121

3,111 12 67 67 67 67 67 67 67 12 1 1112676767 676767121

4, 1111 12 67 232 232 232 232 232 67 12 1 111267 232 232 232 232 67 12 1

5, 1111 12 67 232 562 562 562 232 67 12 1 111267 232 562 562 232 67 12 1
2,12|1131313131313131313131 111313131313131313131
3,12|11137979797979797979 131 111379797979797979131
4,121 13 79 299 299 299 299 299 299 79 131 |1 1 13 79 299 299 299 299 299 79 13 1
5,121 1379299 794 794 794 794299 79 131 |11 13 79 299 794 794 794 299 79 13 1
6, 12|1 13 79 299 794 1586 1586 794 299 79 13 1|1 1 13 79 299 794 1586 794 299 79 13 1

Tablo 5.1: A*(k,n)nin Torik h-vektéri ve A(k,n)nin normal fanimim Chow-
Betti sayilar:
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6. MINKOWSKI TOPLAMLARININ EHRHART
POLINOMLARI

Bu boliimde amacimiz iki latis politopun Minkowski toplaminin Ehrhart poli-
nomu ile bu politoplarin Ehrhart polinomlar: arasinda bir iligki bulmaktir. Bu-
rada, iki latis politoptan birini herhangi bir latis politop, digerini ise kogelerinden
biri orijin olan bir latis dogru parcasi olarak alacagiz.

Ik olarak gerekli temel kavramlar olan Ehrhart polinomlar: ve Minkowski top-
lamlarindan bahsedecegiz. Sonra, basta bahsettigimiz Ehrhart polinomlar: ara-
sindaki iligki i¢in iki formiil ispatlayacagiz. P herhangi bir latis politop ve S
koselerinden biri orijin olan bir latis dogru parcasi olmak tizere, P ve S i¢in elde
edecegimiz bu formiillerin ortaya ¢ikmasindaki en temel fikir Minkowski toplamini
P politopunu oteleyerek elde etmeye ¢aligmak olacaktir.

Bu boélimde, [12], [13], [14] ve [15]'i takip edecegiz. Ttim hesaplamalar igin
SageMath [10]'u kullanacagiz.

6.1. Ehrhart Polinomlar:

Bu boliimde latis politoplarla ilgilenecegimiz i¢in ilk olarak latis politoplarini,
sonra, Ehrhart polinomunun tanimi i¢in gerekli olan t-genlesmeyi ve bir politop
iizerindeki koniyi tanimlayacagiz.

Tamim 6.1 (Standart Latis).
7% = {(21,29,...,24) | her z; € Z, i € {1,2,...,d}}
kiimesi standart latis olarak adlandirilir.

Su andan itibaren, latis dedigimizde standart latisi diiglinecegiz.

Tanim 6.2 (Latis Politop). R™deki sonlu sayida yarim uzayin kesisimine bir
cokytizlii denir. Bir sinirhi ¢okyiizliiye politop adi verilir. Bir politopun tiim ko-
seleri latis noktasi ise, yani standart latisin elemani ise, bu politopa latis politop
denir.

Tanim 6.3 (t-genlesme'). Bir S kiimesinin t-genlesmesi tS = {tz | x € S}
olarak tanimlanir.
Politoplarin genlesmelerini diislindiigiimiizde, ¢ € N oldugunu varsayacagiz.

Ling. t-dilation
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Tanim 6.4 ([12], Bir politop iizerindeki koni?). P, koseleri vy, vy, ..., v, olan,
R%de konveks bir politop olsun. P’nin kdselerine son koordinat olarak 1 ekleyerek,
P politopunu R 1’e yiikseltelim. Bu yeni noktalara ui, us, ..., u,, diyelim.

O halde, P iizerindeki koni
kOIll(P) = {Jf GRCH_I | I:)\1U1+)\QUQ+...+)\nUn, )\17)\27-”7/\11 GRZO}
olarak tanimlanir.

Tanim 6.5 (Ehrhart Polinomu). Lp(t) = [tPNZ%| fonksiyonu, P politopunun
t-genlesmesindeki latis noktalarini sayan bir fonksiyon olsun. Ehrhart, P bir latis
politop ise, Lp(t)nin derecesi d olan bir polinom oldugunu ispatlamigtir. Lp(t)
polinomu, P’'nin Ehrhart polinomu olarak adlandirilir.

Ornek 6.6. P = konv{(0,0),(1,0),(1,1),(0,1)} olsun. Tanim 6.3’den, P kare-
sinin t-genlesmesi tP = {tz | € konv{(0,0), (1,0), (1,1),(0,1)},¢ € N}'dir. O
halde,

t =0=tP = konv{(0,0)}

t =1= tP = konv{(0,0), (1,0), (1,1

t =2 = tP = konv{(0,0), (2,0),(2,2),(0,2)}.

—_
~—
—
=

—_
——

Tanim 6.4’ten, P karesinin {izerindeki koni Sekil 6.1’deki gibidir.

Sekil 6.1: Kare tizerindeki koni

Dolayisiyla, agsagidaki latis noktalarinin sayilarin elde ederiz:

t = 0 = 0P’nin latis noktalariin sayis1 = 1
t =1 = 1P’nin latis noktalariin sayis1 = 4

t = 2 = 2P’nin latis noktalarinin sayis1i = 9

O halde, Tanim 6.5ten, P’nin Ehrhart polinomu sabit terimi 1 ve derecesi 2 olan
polinom Lp(t) = (t+ 1) = >+ 2t + 1 olur.

2ing. Cone over a polytope
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Ayrica, Ehrhart polinomlarimi agagidaki kodlarla SageMath [10]'u kullanarak
da bulabiliriz:

konv{(0,0), (1,0), (1,1), (0,1)}’nin Ehrhart polinomu:
P = Polyhedron(vertices=[[0, 0], [1, 0], [1, 11, [0, 111)
P.ehrhart_polynomial ()

Output:

konv{(0,0), (1,0), (1,1), (0,1)} nin Ehrhart polinomu: t*>+2t+1

6.2. Minkowski Toplamlari

Tanim 6.7 (Minkowski Toplami). P, P, ..., P, politoplarmin Minkowski
toplami

P+...+P :={a1+...+ag | her q; € P, i €{1,2,...,k}}
olarak tamimlanir.

Ornek 6.8. P, ve P,, Sekil 6.2'deki gibi sirasiyla konv{(0, 0), (1,0), (1,1), (0, 1)}
karesi ve konv{(0, 0), (1,0), (0, 1)} tiggeni olsun. Minkowski toplami tanimindan, P,
ve P’nin Minkowski toplami

Pl +P2 - {pl +p2 ’ D1 € Pl; D2 S P2} = kODV{(0,0), (270)7 (27 1)7 (172)7 (072)}

olur. (Sekil 6.2)

P1 PQ

P+ PR

Sekil 6.2: Kare ve liggenin Minkowski toplami
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Ayrica, Minkowski toplamini, agagidaki kodlarla, SageMath [10]’u kullanarak
da bulabiliriz:

P, karesinin ve P, liggeninin Minkowski toplaminin koseleri:
P_1 = Polyhedron(vertices=[[0, 0], [1, 0], [1, 11, [0, 111)
P_2 = Polyhedron(vertices=[[0, 0], [1, 0], [0, 111)

M = P_1.minkowski_sum(P_2)

M.vertices()

Output:

Py karesinin ve Py tiggeninin Minkowski toplaminan koseleri:
(A vertex at (0, 0), A vertex at (2, 1), A vertex at (0, 2),
A vertex at (2, 0), A vertex at (1, 2))

6.3. Dogru Parcalariyla Minkowski Toplamlarimin
Ehrhart Polinomlar:

Su andan itibaren, bir P latis politopunun ve bir S latis dogru parcasinin
Minkowksi toplami olan M = P + S’nin Ehrhart polinomunu inceleyecegiz. Latis
dogru parcasinin koselerinden birinin orijin oldugunu varsayacagiz.

Agagidaki notasyonlar: sabitleyelim:
e ¢, S’nin orijine en yakin latis noktasidir.
e S1 (0, q) indirgenmis dogru parcasidir, yani bir ilkel vektordiir.

e P! = P +ig politopu P'nin iq kadar 6telenmis kopyasidir.

§ = dim(M) — dim(P).

I;, P ve P"nin kesisimidir.

o Lp(t), Ls(t) ve Ly (t) sirasiyla, P, S ve M’nin Ehrhart polinomlaridir.
Tanim 6.9 (Delik?®). Yukaridaki notasyonlarla, (P, S) ikilisinin deligini,
H=(P+SH\P\P

olarak tamimlariz.

Bir delik P ve SV’e baghdir.

34ng. Hole
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Ornek 6.10. P = konv{(0,0),(1,0),(0,1)} ve S = konv{(0,0),(1,0)} olsun.
Minkowski toplami tanimindan, P ve S’nin Minkowski toplami Sekil 6.3’teki gibi

P+ S = konv{(0,0), (2,0), (1,1), (0,1)}

olur.

Sekil 6.3: Ucgen ve latis dogru parcasinim Minkowski toplami

P! = P + 1q, Sekil 6.4’teki gibidir.

Sekil 6.4: Ucgen ve 1¢ kadar Gtelenmis ticgen

Dolayisiyla, delik tanimindan, H = konv{(0, 1), (1,0), (1,1)} olur.
(Figure 6.5)

Sekil 6.5: Ucgen ve latis dogru parcasi ikilisinin deligi

6.3.1. Ortogonal Uzaylardaki Politoplar

Dogru parcalariyla Minkowski toplamlarinin Ehrhart polinomlarini diigiiniir-
ken, en basit durum bir P latis politopu ve bir S latis dogru pargasinin ortogonal
uzaylarda olmalar1 durumudur.

Onsav 6.11. Bir P latis politopu ve bir S latis dogru parcasi ortogonal uzaylar-
daki politoplar ise P ve S politoplarinin Minkowski toplaminin her latis noktas,
P’deki bir latis noktasi ile S’deki bir latis noktasinin tek bir kombinasyonudur.
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Kanat. P latis politopu ve S latis dogru parcasi ortogonal uzaylardaki politoplar
olsun. P ve S’nin Minkowski toplami, Tanim 6.7’dan,

P+S={p+s:pePsecS}

olur. m € P+ S alalm. O halde, 6yle bir p = (p1,p2,...,%,0,0,...,0) € P ve
s =1(0,0,...,0, Sk1, Skt2, - - -, Skrn) € S vardir ki m = p + s olur. Dolayisiyla,

m = (phpz, < ooy Pls Sk+15 Sk4+25 - - - 73k+n) (6‘1)
elde ederiz.

m = p' + s olacak sekilde bir p’ € P — {p} ve bir ' € S — {s} oldugunu
varsayalim. P ve S ortogonal uzaylarda oldugundan, p’ € P ve s € S icin, p’ =
(P1: Dby -, 03,0,0,...,0) ve s = (0,0,...,0,8, 1,549, 544,) dir. O halde,

m = (DY, Dy, - s Dis Sttt Skaos - - - s Shogn) (6.2)

olur. (6.1) ve (6.2)den,

/ / / /
(pla o3 Py Py - - 'ask+n) = (pla <oy Pmy Sk+15 - - - 7Sk+n)

elde ederiz. Dolaywsiyla, 1 <i <k + n igin, p; = p} ve s; = s, olur. O]

Bu Onsav, P latis politopu ve S latis dogru parcasi ortogonal uzaylardaki
politoplar oldugunda, S’nin her latis noktasi i¢in P’'nin tekrarsiz ve M’deki tiim
latis noktalarini icererek bir kopyasini almak anlamina gelir. Buradan da, bir
P latis politopu ve bir S latis dogru parcasi ortogonal uzaylardaki politoplar
oldugunda

Ly (t) = Lp(t) Ls (t)

formiuluni elde ederiz.

Ornek 6.12. P = konv{(0,0,0), (1,0,0),(1,1,0),(0,1,0)} ve
S = konv{(0,0,0), (0,0, 1)} olsun. Minkowski toplaminin tamimindan, P karesinin
ve S latis dogru parcasinin Minkowski toplamu,

{p+s:p € konv{(0,0,0),(1,0,0),(1,1,0),(0,1,0)}, s € konv{(0,0,0),(0,0,1)}}

olur. Yani, P 4+ S Minkowski toplaminin, Jekil 6.6’daki gibi P karesinin S latis
dogru parcasi boyunca kopyalar1 alinarak elde edilen bir kiip oldugunu diistinebi-
liriz.
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Sekil 6.6: Karenin kopyalari

6.3.2. Deliksiz Ikililer

Bir P latis politopu ve bir S latis dogru pargasi ortogonal uzaylarda degilseler,
Ly (t) = Lp (t) L (t) esitiginin saglanmayacag1 agiktir. Ciinki, érnegin;
Ly (t) = Lp(t) Ls (t) esitigindeki Ehrhart polinomlarmin dereceleri bu esitligi
saglamaz.

R¥deki P = (P, P, ..., P) latis politoplar icin,
Lp (tita, ..o ty) = | (1 PL+ P+ -+ + t.5) N 2]

fonksiyonu, t; degiskenli dim(P;) dereceli gok degiskenli bir polinomdur ([15],
Bernstein-McMullen). O halde, bizim ilgilendigimiz politoplar olan P latis poli-
topunun ve S latis dogru parcasinin Minkowski toplami

Ly (1) = L (1P +125) [ty =t,=¢

olur.

Ly (t) polinomunun bag terimi, Lp (t) Lg (t) carpimindan geldigi igin,

Ly (t)'nin derecesinin, Lp (t)'nin ve Lg (t)'nin derecelerinin toplamina esit ol-
masi gerekir. Fakat, S politopu 1 boyutlu oldugundan, Lg () polinomu lineer bir
polinomdur. Yani, bu derece esitliginde, Lp (t)'nin ve Ly, (¢)'nin derecelerinden
bagimsizdir. Bu nedenle, Ly, (t) = Lp (t) Ls (t) esitligindeki Ehrhart polinom-
larinin derecelerinin bu esitligi bozmamasi igin, Lg (¢) polinomunun derecesini
Lp (t)'nin ve Ly (t)'nin derecelerine bagh olacak sekilde degistirmeliyiz. Dolayi-
siyla, daha 6nce bahsettigimiz gibi Ly, (¢)'nin derecesinin, Lp (t)'nin ve Lg (¢)’'nin
derecelerinin toplamina esit olmasi gerektiginden, Lg (¢)'nin derecesi, Ly (t) nin
derecesinin ve Lp (t)'nin derecesinin farki olmaldir. Ehrhart, bu farkin M’nin ve
P’nin boyutlarimin fark: anlamima geldigini géstermistir. § = dim(M) — dim(P)
olarak tanimladigimiz ¢ sayisini énceki formiilde kullanarak,

Ly (t) = Lp(t) Ls (t°)

formiluni elde ederiz.
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P ve M’nin aym boyutlu olmasi durumunda, Ly (¢t) = Lp (t) Ls (°) carpi-
mindaki Lg (#°) mmn derecesi olan §, dim(M) — dim(P) tammndan, 0’a esit olur.
Yani, P ve M’nin aym boyutlu olmasi durumunda Ly, (t) = Lp (t) Lg (1)'dir.
Lp(t) Ls (1), S’deki latis noktalarinin sayisi kadar P'nin kopyalarini almak anla-
mina gelir.

P ve M’nin farkli boyutlu olmasi durumunu inceleyelim. S’nin boyutu 1 ol-
dugundan, P ve M’nin farkli boyutlu olmasi durumda, M 'nin boyutu P’nin bo-
yutundan ancak 1 fazla olabilir. O halde, 6 = dim(M) — dim(P) tammindan,
5 = 1 olur. Dolaywsiyla, Ly (t) = Lp(t) Lg (t5) esitligindeki ¢ yerine 1 yazar-
sak, bu durum igin Ly, (t) = Lp (t) Ls (t) elde ederiz. Daha énce bahsettigimiz
P ve S’nin ortogonal uzaylarda olmasi da bu duruma dahildir. Yani, ¢ kullan-
digimz Ly (t) = Lp (t) Ls (°) icin yine aym Ly (¢) = Lp (¢) Lg (t) esitliginin
geldigini goriirtiz. Lp (t) Ls (f)'nin anlami ortogonal daha 6nce 6.3.1.0rtogonal
Uzaylardaki Politoplar kisminda da belirttigimiz gibi Lp (t) Lg (), S’nin her latis
noktasi i¢in P'nin tekrarsiz ve M’deki tiim latis noktalarini icererek bir kopyasini
almak anlamina gelir.

Simdi inceledigimiz deliksiz ikililer durumunda ise, ortogonal uzaylar duru-
munun aksine, P’'nin kopyalar1 {ist iiste gelebilir, yani latis noktalarini birden
fazla sayabiliriz. Burada, ikililer delik tanimindaki gibi (P, S) formundadir. M 'nin
Ehrhart polinomu Ly, (t), M’deki her noktay1 bir kere sayan bir fonksiyon oldu-
gundan, Ly (t)’yi elde etmek igin, P’nin kopyalarmin iist tiste geldigi kesigim
bolgelerindeki latis noktalarini P’nin tiim kopyalarinin latis noktalarindan gikar-
mak gerekir. Bu fikirle biz deliksiz ikililer i¢in,

Ly (8) = Lp () Ls (t°) = (Ls (1) = 1)Ly, (t)

esitliginin saglandigini iddia ediyoruz. Bunu ispatlamadan 6nce, bu ispatta kul-
lanacagimiz tanim, teorem ve énsavlari verecegiz. Ilk olarak, bir politopun kop-
yalarini ve kesigimlerini inceleyelim.

Ornek 6.13. P = konv{(0,0), (4,0), (4,1),(0,1)} ve S = konv{(0,0), (3,0)} ol-
sun. P’nin en fazla S kadar 6telenmis kopyalar: olan politoplar Sekil 6.7’deki
gibidir. I; = PN P!, I, = PN P? ve I3 = P N P3 kesisimleri ise Sekil 6.8 deki
gibi olur.

—
]
—
T
L

—

T
P

—

' 1 1
‘PS‘ fl

-

Sekil 6.8: Dikdortgen ile kop-
Sekil 6.7: Dikdortgenin yalarimin kesisimleri
kopyalari
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Onsav 6.14. M, bir latis politop P’nin ve bir latis dogru parcas1 S*’in Minkowski
toplami olsun. (P, S) ikilisi deliksizdir ancak ve ancak M = P U P

Kamt. 1k olarak, (P, S') ikilisi deliksiz ise M = P U P! oldugunu gésterelim.

1. m € M alalim. O halde, M’ nin tammmindan, m = p + s olacak sekilde
bir p € P ve s € S! vardir. Celigki elde etmek amaciyla, p+s ¢ PU P!
oldugunu varsayalim. Buradan, p+s ¢ P ve p+s ¢ P! olur. Diger taraftan
(P, S1) ikilisi deliksiz oldugundan, delik tanimi H = (P + S*)\ P\ PVden,
(P + SY)\ P\ P! = 0 olur. Dolayisiyla, m = p + s eleman igin; m =
p+tsé& P, m=p+s¢ P vem=p+se M=P+S! oldugundan,
m=p+se€(P+S")\P\ P =H =0 olur. Bu geligkiden, M C PU P*
elde ederiz.

2. P! = P + 1q tammindan, P! C P + SVdir. O halde, P! C P+ St = M
olur. Diger taraftan, P = P +0 C P + S' = M oldugu aciktir. P' C M ve
P C M oldugundan, P U P! C M’dir.

1 ve 2’den, (P, S") ikilisi deliksiz ise M = P U P! olur.

Simdi, M = PUP! ise (P, S!) ikilisinin deliksiz oldugunu gosterelim. M = PU
P! oldugunu varsayalim. M = PUP! ve M = P+S! oldugundan, PUP! = P+S*!
olur. Delik tammm H = (P + S*)\ P\ P"de, P + S* yerine P U P! yazarsak,
H = (PuUPY)\ P\ P! olur. Dolayisiyla, H = (P U P')\ P\ P! = ("dir. Yani,
(P, S1) ikilisi deliksizdir. O

Tanim 6.15. Bir latis politop P, bir latis dogru pargasi S ve ¢ i¢in,
U  (ke+ P
ke[0,Ls(1)—1]

birlesimi, S’deki latis noktalarinin sayisinin 1 eksigi kadar P’nin kopyalarinin
birlesimidir.

Ornek 6.16. P = konv{(0,0),(1,0),(2,1),(1,1)}, Sekil 6.9°daki gibi bir poli-
top olsun. Ve S = konv{(0,0),(2,0)} olsun. S’nin Ehrhart polinomu, tammdan,
Ls(t) = 2t + 1'dir. O halde, Lg(1) = 3 olur. Tamum 6.15’deki k ve ¢ sayilar igin,
bu tanimdaki birlegim

U ke+P= | (kg+P)=(0g+P)U(lg+ P)U(2+ P)

kel0,Ls(1)—1] ke[0,2]

olur.

Tamm 6.15’den, P! = 1qg + P ve P? = 2q + P Sekil 6.9'daki gibidir.
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Sekil 6.9: Paralelkenarin kopyalar:

Dolayisiyla, U (k¢+P)=1{(0,0),(3,0),(4,1),(1,1)} olur. Burada, P

ke0,Ls(1)—1]
ve S’nin Minkowski toplamz, U (kq + P) birlegimine kargilik gelir. Yani,
kel0,Lg(1)—1]
Prs= | (kg+P)={(0.0).(3,0),(4.1).(1,1)}.
ke[0,Lg(1)—1]

Sonug olarak, bu 6érnekte, P ve S’nin Minkowski toplamini sadece P’yi Gtele-
yerek elde ettik.

Onsav 6.17. M, bir latis politop P'nin ve bir latis dogru parcas: S’nin Minkowski
toplami olsun. 6 = dim(M) — dim(P) i¢in, § = 0 yada 6 = 1’dir.

Kamit. n € N igin, dim(P) = n olsun. dim(S) = 1 oldugundan, Minkowski
toplami tamimindan, dim(M) < n+ U’dir. O halde, § = dim(M) — dim(P) <
(n+1) —n = 1 olur. Diger taraftan, Minkowski toplami tanimindan, 6 > 0’dur.
0 >0 ve d <1 oldugundan, § = 0 yada o = 1’dir. O]

Onsav 6.18. M, bir latis politop P'nin ve bir latis dogru parcast S’nin Minkowski
toplami olsun. Ve § = dim(M) — dim(P) olsun. (P, S) deliksiz ise 6 = 0’dur.

Kanat. (P,S) ikilisinin deliksiz oldugunu varsayalim. § = 0 oldugunu géstermek
istiyoruz. Onsav 6.17°den, § = 0 yada 6 = 1’dir. § = 1 oldugunu varsayalm.
O halde, 0 tanimindan, dim(M) — dim(P) = 6 = 1'dir. Buradan, dim(M) =
dim(P)+1 olur. Yani, P politopu R™'de ise M Minkowski toplami R"*"’dedir. Bu,
S’nin her latis noktasi i¢in, M 'nin tiim latis noktalarini icererek ve bu noktalar1 bir
defa sayacak sekilde P’'nin bir kopyasini almak anlamina gelir. Bu nedenle, P’nin
kopyalar1 arasindaki bolge (P, S) ikilisi i¢in bir deliktir. Ama, (P, S) ikilisinin
deliksiz oldugunu varsaydik. Celigki. Dolayisiyla, 6 = 0 olur. O

Onsav 6.19. M, bir latis politop P’nin ve bir latis dogru parcast S*’in Minkowski
toplami olsun. I; = PN P! i¢in, (P, S') deliksiz ise I # ('dir.

Kamt. (P,S") ikilisinin deliksiz oldugunu varsayalim. I; # () oldugunu gostermek
istiyoruz. I; = 0 oldugunu varsayalim. O halde, PN P! = I, = () olur. P politopu
R™’de olsun. Bu durumda, P! politopu, ¢'ya bagh olarak R™"’de yada R™*"’dedir.
PVin R™de oldugunu varsayalim. PVin tanimindan, dim(P) = dim(P') olur.
(P, S1) deliksiz, P ve P!, R™de latis politoplar, dim(P) = dim(P') ve PN P! =
I = () oldugundan, P politopu I; # () kogulunu saglayan bir latis dogru pargasi
olur. O halde, P! tamimindan, P! politopu da bu latis dogru parcasinin 1q kadar
otelenmis kopyasidir.
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P ve P! kesigmeyen latis dogru pargalar1 oldugundan, (P, S') ikilisi i¢in delik
olusur. Ama (P, S!) ikilisinin deliksiz oldugunu varsaydik. Dolayisiyla, P! poli-
topu R™*1’dedir.

(P, S") ikilisi deliksiz oldugundan, Onsav 6.14’ten, M = PUP"dir. P politopu
R™de, P! politopu R"*'’de oldugundan, M = P U P! toplam1 R**"’dedir ve
dim(M) = n + 1 olur. Ama, (P, S") ikilisinin deliksiz oldugu varsaydik. O halde,
Onsav 6.18'den, § = 0’dir. Yani, tamimdan, 0 = § = dim(M) — dim(P) =n+1—
n = 1 olur. Celigki. Dolayisiyla, I; # (V’dir. O]

Teorem 6.20. M, bir latis politop P’nin ve bir latis dogru parcast SVin Min-
kowski toplam olsun. (P, S') ikilisi deliksiz ise 6 = dim(M) — dim(P) ve I; =
PN P! icin,

Ly (t) =2Lp(t) — Ly, ().

Kamt. (P,S") ikilisinin deliksiz oldugunu varsayalim. Rastgele bir m € M alalim.
(P, S") ikilisi deliksiz oldugundan, Onsav 6.14’ten, M = P U P’ olur. m € M ve
M = P U P’ oldugundan, m € P yada m € P’ ’dir. O halde, Ehrhart polinomu
tanimindan, m latis noktasimi Lp (t) yada Lp: (t)'de sayariz. m € M rastgele
oldugundan, M’deki her latis noktasim Lp (t) + Lp1 (t)'de sayariz.

Diger taraftan, (P, S") ikilisi deliksiz oldugundan, Onsav 6.19'dan, I; # ('dir.
O halde, m’ € I; olacak sekilde bir m’ € M latis noktasi vardir. Iy = P N
P’ oldugundan, m’ noktasmi, Lp (t) + Lp/ (t)’de 2 kez sayariz. Benzer sekilde,
I,’deki her latis noktasinmi da Lp (t) + Lp (t)'de 2 kez sayariz. O halde, Lp (t) +
Lp (t)’de saydigimiz latis noktalarindan Ly, (¢)'de saydiklarimizi ¢ikarmaliyiz.
Yani, Ly (t) = Lp(t) + Lp (t) — Ly, (t). Lp (t) = Lp (t) oldugundan, Lp (t) +
Lp (t) =2Lp (t)'dir. Dolayisiyla, Ly (t) = 2Lp (t) — Ly, (t) olur. O

Onsav 6.21. P bir latis politop, S bir latis dogru parcasi ve I;, P ile PVin
kesisimi olsun. I; # () ise m € P+ S i¢cin, m = p + s olacak sekilde, tek bir
p€ P\ I ve s €S vardir.

Kamt. m = p+ s = p + s olacak sekilde, p # p/, s # s kosullarim saglayan
p,p € P,p,p ¢ I, ve 5,5 € S latis noktalarinin oldugunu varsayalim. O halde,
O=m—-—m=p+s—(p +¢) olur. Buradan, p — p' = s’ — s'dir. S bir latis dogru
pargasi oldugundan, k € [0, Lg (1) — 1] igin, s — s = kq'dir. s # s’ oldugundan,
genelligi kaybetmeden & > 1 olur. Dolayisiyla, & > 1 icin, p—p' = s'—s = kq olur.
Yani, k > 1 icin, p = p’ +kq olur. p’ € P oldugundan, k£ > 1 i¢in, p € P¥’dir. Ama
p ¢ I, oldugunu varsaydik. k > 1 icin, p € P* oldugundan ve p ¢ I; oldugundan,
p ¢ P'dir. O
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Teorem 6.22. M, bir latis politop P ve bir latis dogru parcasi S’nin Minkowski
toplami olsun. (P, S) ikilisi deliksiz ise 6 = dim(M) —dim(P) ve [, = PN P! igin,

Ly (t)=Lp(t) Ls (t°) — (Ls (1) = 1)Ly, (¢).

Kamt. (P,S) ikilisinin deliksiz oldugunu varsayalim. Rastgele bir m € M alalim.
1 <i < (Ls(1) —1) igin, M, P+ ((i —1)q) ve (( — 1)g,ig)’nun Minkowski
toplami, yani ‘
M* = (P+ ((i = 1)q)) + ((i — 1)q,iq)
olsun. Bu durumda,
M= |J M
i€(l,Ls(1)—1]
olur. O halde, m latis noktasii M* yada M? yada ... yada MZs(M=1)de sayariz.
1 <j < (Ls(1)=1) igin, M1 Minkowski toplami M?’nin 1¢ kadar 6telenmis
kopyasidir. Bu nedenle, her 1 < j < (Lg(1) — 1) igin Ly (t) = Lan(t) olur.
Yani, Ly (t)’yi bulmak i¢in tiim Lz (¢) Ehrhart polinomlar: yerine Ly (¢)’yi
kullanmak yeterlidir. Dolayisiyla, M = U M? oldugundan, M’deki her
i€(l,Lg(1)—1]
latis noktasini (Lg (1) — 1)Lyp (t)’de sayariz.

(P, S) ikilisi deliksiz oldugundan, indirgenmis dogru pargast S* igin, (P, S')
ikilisi de deliksiz olur. Onsav 6.19’dan, (P, S?) ikilisi deliksiz ise I; # (’dir. Onsav
6.21’den, m € M" igin, m = p + s olacak sekilde, tek bir p € P\ I; ve s € S
vardir.

Benzer gekilde, 1 < i < (Lg(1) — 1) i¢in, (P,S) ikilisi deliksiz oldugundan,
M = (P+((i—1)q)) + ((: — 1)q,iq) = P'+ S* Minkowski toplamindaki (P?, S*)
ikilisi de deliksizdir. Bu durumda, (P~!, S') deliksiz oldugundan, Onsav 6.19’dan,
I; = PN P £ (olur. I; = PN P’ # () oldugundan, Onsav 6.21’den, m € M*
icin, m = p+s olacak sekilde tek bir p € P\ I; ve s € S vardir. Onsav 6.14’ten,
1 <i<(Lg(l)—1) igin, (P*, S?) ikilisi deliksiz oldugundan, M* = P~ U P"dir.
O halde, P\ [; = M*\ P"dir. Dolaysiyla, m € M" i¢in, m = p+s olacak sekilde
tek bir p € M*\ P*, ve s € S vardir. 1 < i < (Lg(1) — 1) igin, M* = Pt U P*
oldugundan,

M'=PUP!
M? = Pty P?

MLs(l)—2 — PLs(l)—3 U PLs(l)—2
MLS(l)fl _ PLS(l)fQ U PLS(l)fl

elde ederiz.
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O halde, 1 < i < (Lg(1) — 2) igin, p latis noktas1 P"de ise biz m = p + s latis
noktasini, (Lg (1) — 1)Lyn (t)'de en az 2 kez sayariz. 2 kez saymamak amaciyla,
1 <i<(Lg(1)—2)igin, M\ (M*\ P") = P”deki latis noktalarini ¢ikarmaliy1z.
Yani, Lp1 + ... + Lprga—2'yi gtkarmalyiz. 1 < i < (Lg(1) — 1) igin, Ehrhart
polinomu tammmindan, Lpi(t) = Lp(t)’dir. Bu nedenle,

Lpi+ ...+ Lprgmy—2 = (Lg (1) —2)Lp(t)
elde ederiz. Dolayisiyla,
Ly (t) = (Ls (1) = 1)Lap (t) — (Ls (1) = 2)Lp (¢) (6.3)

olur.

(P, S') deliksiz oldugundan, Teorem 6.20’den,
Ly (t) =2Lp (t) — Ly, (1) (6.4)
olur. O halde, (6.4)’iin her iki tarafim da (Lg (1) — 1) ile garparsak,
(Ls (1) = 1) Loy (£) = (Ls (1) = 1)(2Lp (1) — Ly, (1)) (6.5)

elde ederiz. Dolayisiyla, (6.3) ve (6.5)’ten,

(Ls (1) = D) Lan (8) = (Ls (1) = 2)Lp (1)

(Ls (1) = )(2Lp(t Ly, (1)) = (Ls (1) = 2)Lp (1)
(2Ls (1 ) +2)Lp (t) — (Ls (1) — 1)Ly, (t)
=Ls(1) L s(1) = 1)L (t)

Ly (1)

olur.

(P,S) deliksiz ise, Onsav 6.18'den, § = 0 olur. Bu durumda, Lg (t5) =
Lg (1)’dir. O halde, Lp (t) Ls (£°) = Lp (t) Ls (1). Dolayisiyla,

Ly (t) = Ls (1) Lp (t) — (Ls (1) = 1)Ly, (t)
esitliginden,
Ly (t)=Lp(t)Ls (#°) — (Ls (1) = 1)Ly, (¢)
elde ederiz. O

Simdi, Onsav 1.14 ve Teorem 1.22°yi geometrik olarak anlamak icin bir 6rnek
verecegiz.

Ornek 6.23. P = conv{(0,0), (4,0),(4,1),(0,1)} Sekil 6.10’da gosterildigi gibi
bir politop ve S = conv{(0,0), (3,0)} olsun.

P’nin en fazla 3¢ kadar otelenmis kopyalar1 Sekil 6.10’daki gibidir. S =
conv{(0,0), (1,0)} olmak iizere, (P, S*) ikilisi deliksiz oldugundan, Onsav 6.14’ten,
M*' = P U P! Sekil 6.11°deki gibi olur. Benzer sekilde, M* = (P + ((i — 1)q)) +
((i — 1)q,iq) tammindan, 1 < i < (Lg (1) — 1) igin, M? ve M? de Sekil 6.11°deki
gibidir.
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P+ S'=PuUP!

P T
' L VM2
—
- e
EP3 E P2+51:P2UP3
Sekil 6.10: Dikdortgen ve kopya- Sekil 6.11: Dikdortgenlerin
lar1 Minkowski toplamlar

SageMath [10] kullanarak, P, S ve M"’in Ehrhart polinomlarim tablodaki gibi
buluruz.

Lp(t) | Ls(1) | Lap (1)
A7 +5t+1 ] 4 |5t +6t+1

Onsav 6.21°den, I; = PN P! # () oldugundan, m’ € P+ S' icin, m’ = p' + &'
kogulunu saglayacak sekilde, tek bir p’ € P\ I ve s’ € S vardir. Benzer gekilde,
1 <i<3icin, I; = P71 N P # () oldugundan, P! + S”deki m latis noktasi
i¢in, m = p + s kogulunu saglayacak sekilde, tek bir p € P!\ I; ve s € S vardir.
Sekil 6.10’dan ve Sekil 6.11°den, M*\ P!, M?\ P?, M3\ P? ve P? Sekil 6.12’deki
gibidir. Buradan 1 < i < 3 icin, P\ [; = M"\ P’ oldugunu Sekil 6.12’den
gorebiliriz. Dolaywsiyla, p € (M'\ PY)u (M?\ P?)U (M3 \ P3) ve s € S ise
P14+ SV’deki m = p+ s latis noktasim Sekil 6.12 ve Sekil 6.13’ten de goriilecegi
gibi bir kez sayariz.

M\ P!
v . T
M3\ P8 s
Sekil 6.13: Dikdortgen ve la-
s tis dogru parcasinin Minkowski

toplami1

Sekil 6.12: Dikdortgen ve la-
tis dogru parcasinin Minkowski
toplaminin parcalari
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Diger taraftan, Teorem 6.22’den,
Las (t) = (Ls (1) = DLags (8) — (Ls (1) — 2)Lp (1 (6.6)
oldugunu biliyoruz. Lg (1) = 4 oldugundan, (6.6)’da yerine yazarsak
Lus (8) = 3Lags (1) — 2L (1) (6.7)

elde ederiz. 1 < ¢ < 3 i¢in, Ehrhart polinomu tammindan, Ly (t) = Ly (t) ve
Lpi (t) = Lp (t)’dir. Bu durumda,

olur. Sekil 6.12 ve Sekil 6.13’te, then we can see

formiiliinlin geometrik anlamini gorebiliriz.

Dolayisiyla, M = P + S = conv{(0,0), (7,0),(7,1),(0,1)} Minkowski topla-
minin Ehrhart polinomunu (6.7) formiiltinden,

Ly (t) = 3Ly (t) — 2Lp (t) = 3(5t% + 6t + 1) — 2(4* + 5t + 1) = 7t* + 8t + 1
olarak buluruz.

Ornek 6.24. P politopu Sekil 6.14’teki gibi konv{(0,0), (1,0),(2,1), (0,1)} dort-
geni olsun. S = konv{(0,0,0), (1,0,0)} olsun. P!, tamimdan, Sekil 6.14’teki gibi-
dir. Delik tammindan, H = (P + S*) \ P\ P! = § olur. O halde, (P, S) ikilisi
Sekil 6.14’teki gibi deliksizdir.

> T

Sekil 6.14: Dortgen ve latis dogru parcasinin Minkowski toplami
S = konv{(0,0,0),(1,0,0)} politopunun Ehrhart polinomu Lg(t) =t + 1'dir.

dim(M) = 2 ve dim(P) = 2 oldugu agiktir. O halde, § = dlm(M) dim(P)
tanimindan, § = 2 — 2 = 0 olur. § = 0 oldugundan, Lg (t‘;) Ls (1) = 2dir.
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P, M ve I’in Ehrhart polinomlarini SageMath [10]'u kullanarak Tablo 6.1’deki
gibi buluruz.

Lp(t) | Ls(t°) | Lm(t) | L, (1)
3/2° +5/2t+1 | 2 | 5/2t° +7/2t +1 | 1/2t> +3/2t +1

Tablo 6.1: Dortgen i¢in Ehrhart polinomlar:

Tablo 6.1°deki polinomlar ile
Ly (t)=Lp(t)Ls (#°) — (Ls (1) = 1)Ly, (¢)

formili saglanir.
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7. SONUC

Bu tezde, ilk olarak dual hipersimpleksin torik h-sayilarini ve Chow-Betti sa-
yilarini inceledik. Torik h-sayilar1 ve Chow-Betti sayilari arasindaki benzerligi
gosterebilmek i¢in, bir¢ok farkli dual hipersimpleks i¢in bu sayilar1 hesaplayarak
bir tablo olugturduk. Baz1 dual hipersimplekslerin torik h-sayilarin1 Polymake [§]
kullanarak hesapladik.

Daha sonra, herhangi bir latis politop P ve bir latis dogru pargasi S’nin Min-
kowski toplaminin Ehrhart polinomu ile bu latis politopun ve latis dogru parcasi-
nin Ehrhart polinomlar: arasindaki iligkiyi inceledik. P politopunun farkli durum-
larini incelerken, S politopunu her zaman kogelerinden biri orijin olan bir latis
dogru parcasi olarak aldik. Bu farkli durumlardan en basiti, ortogonal uzaylardaki
politoplar durumuydu. P ve S ortogonal uzaylarda olduklarinda, M Minkowski
toplamu igin,

Ly (t) = Lp(t) Lg (1)
formiiliinti gelistirdik.

Buldugumuz bu formiilii genellestirebilmek igin,
0 = dim(M) — dim(P)

sayisini kullandik. Buradaki amacimiz, ortogonal uzaylarda olmayan politoplar
i¢in, formiildeki Ehrhart polinomlarinin derece egitsizligini ortadan kaldirmakti.
Bu nedenle, buldugumuz bu formiil ¢ ile

Ly (t) = Lp (t) Ls (£°)
formiiliine doniistii.
Inceledigimiz diger bir durum ise
H:=(P+S")\P\P!
olarak tanimladigimiz bir delik kavrami i¢in, (P, S) ikilisinin deliksiz olmasi du-
rumuydu. Burada, P!, S’nin ilk latis noktasi kadar ételenmis P politopudur.

Bizim amacimiz, Minkowski toplamini, P politopunu oteleyerek elde etmeye
calismaktir. Bu nedenle, (P, S) ikilisinin deliksiz olmas1 durumunda P ve P! po-
litoplarinin kesistigi icin P ve P! politoplarinin kesisimi olan I;’deki latis nokta-
lari birden fazla saymamak ¢ikarmaliydik.

Dolayisiyla, bu kavramlar ile
Ly (t) = Lp (t) Ls (£°)
formiiliinden yola ¢ikarak elde ettigimiz
Ly (t)=Lp(t)Ls (t°) — (Ls (1) = 1)Ly, (¢)

formiiliinii ispatladik.
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